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'1. PLANEJAMENTO SOB INCERTEZA E

PROCESSO0S ESTOCASTICOS R

Gerenciar um sistema de recursos hidricos significa atuar po sentido de
assegurar uma distribuigio temporal e espacial da 4gua que melhor se coadime com o8
interesses de uma comunidade. Nesta genérica definigo, 2 prudente expressfio "atuar no
sentido de assegurar” é utilizada em lugar de simplesmente "assegurar” porque nio se
pode estar certo de que o objetivo do gerenciamento serd atingido, tanias s@o as
incertezas associadas a qualquer a¢io que se possa tomar. Por exemplo, um sistema de
abastecimento de Agua pode ser insuficiente num determinado ano, seja devide a
ocorréncia de uma seca mais severa do que a admitida no planejamento, seja devido aum
imprevisto aumento na demanda.

O objetivo deste capitulo & descrever algumas técnicas para quantificar e atribuir
probabilidades 2 eventos futuros relacionados com a disponibilidade de recursos hidricos.
Também pretende discutir de que maneira essas probabilidades sfo afetadas por obras de
engenharia, tais como resgrvatdrios de regularizaciio. A demanda futra pelos recursos
hidricos, outra fonte de incerteza, nfio serd tratada aqui, porgue esse assunto envelve dreas
de conhecimento (economia, politica, sociologia,...) que fogem ao escopo de um texto
sobre hidrologia,

Os modelos e algoritmos mateméticos empregados em hidrologia estocdstica
s3o erigidos sobre conceitos de probabilidade e estatistica. E, portanto, essencial que o
leitor tenha conhecimento dessas disciplinas bésicas, pelo menos a nivel introdurério.

Muitas questdes envolvendo incertezas no gerenciamento de recursos hidricos
exigem apenas a aplicagdo das técnicas que constam do arsenal de um engenheiro versado
em probabilidade e estatistica. Nesses casos, a solugfio do problema estd freglientemente
associada 3 estimativa do valor esperado de alguma varidvel aleatéria ou 2 estimativa da
probabilidade de algum evento. Esquematicamente, pode-se dizer que o problema €
resolvido em quatro etapas:

a) coletam-se ou organizam-se as observagBes da varidvel aleatéria x numa
amostra aleatdria: x = (x (1), x 3),.... x (0));

b) seleciona-se uma expressAo paraméirica para a fungo densidade de proba-
bilidade de X, f; (x ; €) (ou para a fungFo acumulada de probabilidades Fy
{x ; 8)), onde 9 & o pardmetro (pode ser um vetor). A selec@io € usualmente
feita a partir do exame das propriedades da amostra x, embora em alguns
casos seja possivel escolher a expressio paramétrica com base em
conceitos tedricos; -

¢} obtém-se uma estimativa de-0, através da combinagZo de x com £ (x ; €).
Testa-se a hipdtese de que a amostra x tenha sido sorteada de £y (x; 8);

d) wetiliza-se fy (x ; B) para a obtenclo da resposta desejada,

Nada se altera nessas quatro etapas se os elementos da amostra aleatéria forem
embarathados entre si. Isto &, a ordem em que as observagdes x (1), x (2),..., x {n) foram
sorteadas é irrelevante. Existem outros casos, no entanto, em que a ordem € relevante.
Por exemplo, se X for o defliivio anual de uma bacia com solos profundos ¢ grande
capacidade de retengfio de 4gua, um valor X muito acima da média dificilmente serd
seguido por um x muito abaixo da média, porque uma certa quantidade de dgua é retida,
de um ano para outro, ra forma de armazenamento subterrdnes, que por sua vez alimenta
o escoamento bdsico. Em casos como esse, as observages x (1), x (2) ,..., X () nfio
formam uma amostra aleatfria € sim uma série temporal. Nao se pode falar de uma
varidvel aleatdriz X e sim de um vetor de varidveis X (1), X (2),..., X (n), em geral
dependentes entre si. Esta seqiiéncia indexada de varifveis aleatdrias € também chamada,
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de processo estocastico. Diz-se que a série temporal é uma realizagZio do processo
estocéstico, assim como uma observagio da varidvel aleatdria € um possivel resultado do
"sorteio” da varidvel aledtdria. Quando as varidveis aleatérias X (1), X (2),..., X (n) 550
independentes enire si ¢ igualmente distribuidas, o processo estocdstico colapsa numa
unica varifvel aleatdria e a comrespondente sétie temporal transforma-se numa amostra
aleatdria. Em resumo, processo aleatdrio (independente) & um caso particular de processo
estocdstico (dependente).

Um processo estocdstico € dito estaciondrio quando a distribuigfio conjunta de X
®, X (t+1), ..., X (t+m) € idéntica 2 distribui¢do conjunta de X (t+)), X (t+j+1), ..., X
(t+i+m). Isto &, num processo estocAstico estaciondrio, as propriedades estatisticas nio
se alteram com o passar do tempo, embora as correspondentes séries temporais possam
ser diferentes entre si.

Devido 2 periodicidade anual dos processos climéticos, as vazdes discretizadas
em intervalos inferiores 2o ano (dia, més) corresponderfio necessariamente 2 processos
nio estaciondrios. Entretanto, mesmo guando o intervalo de discretizagfio & anual, o
correspontdente processo estocistico nfo serd rigorosamente estaciondrio, na medida em
que:

a) a8 caracteristicas fisiogrdficas das bacias hidrogrificas estic em constante
evolugdio devido A erosfio e & sedimentagio;

b) a distribuicZo da energia solar sofre variagSes periédicas, o que ocasiona
mudancas climdticas; e :

¢) as caracteristicas fisiogrificas das bacias hidrogréficas sofrem alteragdes
devido 4 intervengBo humana, por exemplo, construgiio de reservatdrios ou
desmatamento.

As variagdes comrespondentes aos dpicos a} e b) processam-se numa escala de
tempo tAo grande que as tornam imelevantes para o horizonte de planejamento
considerado no equacionamento de problemas de engenharia. Muito mais importante s3o
as variagfes correspondentes a c¢). H4 circunstincias em que a interveng3o na bacia
hidrogréfica é to relevante que a hipétese de estacionariedade nfio pode ser aceita. Nesses
casos, 0 problema ¢ extremamente complexo, nfo sendo possivel o emprego das
técnicas apresentadas neste capitlo. O leitor fard bem consuliando o capitulo 3 desse
volume. Em outras ocasides, a intervencfio é moderada o suficiente para que a hipétese
de estacionariedade possa ser aceita dentro de uma dtica em que se pretenda encontrar uma
solugio aproximada para um problema de engenharia,

Se.a intervengdo na bacia.hidrogrifica for moderada, os problemas que
envolvem processos estocdsticos serdo, em geral; resolvidos em quatro etapas, num
procedimento similar ao adotado no caso de uma iinica varidvel aleatdria- -

a) coleta-se ou organiza-se uma série temporal do processo estoctstico X (1)

b) seleciona-se um modelo matemdtico para ¢ processo estocdstico;

¢) estimam-se os parmetros do modelo ¢ testam-se 0 ajuste € a adequaciio do
modelo; e

d) utiliza-se o modelo ajustado para a obtenglio da resposta desejada.

A ctapa a) € objeto do item 4.2 deste capimlo, e nfio serd wratada agui. Os
demais itens tratam das etapas b) e ¢} e esporadicamente da etapa d).
- -Para dar uma melhor idéiz de como existem sitnagGes, no gerenciamento de
recursos hidricos, em que 0 uso do madelo aleatdério € suficiente & de como, em outras
situagdes, 0 modelo estocdstico € indispensdvel, considere o seguinte exemplo:
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Exemplo 1
¥
Suponhz que urma companhia de abastecimento de 4gua tenha a possibilidade de
captar 4gua de um rio situado numa bacia hidrogréfica com solos podco profundos e
pouco permedveis. A vazio do rio € quase exclusivamente composta por escoamento
superficial e, portanto, quase tio varidvel quanto a ocorréncia de precipitaciio. Para

- assegurar um suprimento de 4gua de acordo com as flutmacBes do consamo, & ndo de

acordo com o ritmo em que ocorrem as precipitagdes, a comparhia decidiy, constroir um
reservatério de regularizacio. O problema consiste em dimensionar o volume il Para
simplificar a questio, admita que, no primeiro més do ano, chove 3o abundantemente
que o reservatério enche completamente, qualquer que seja o volume 1til que se possa
escolher. Nos 11 meses subseqiientes, a afluéncia ao local do reservatério ndo & tio
abundante, sendo possivel gque ocorra um racionamento. Para simplificar ainda mais,
ignore flutuagGes na afluéneia e na demanda durante esses 11 meses, Nessas condigGes,
haver4 racionamento se, e 56 se, o reservatsrio chegar vazio ao final do ano. Isto é:

PR>0)=PX=0) (L1

Pela equacfio da continuidade, tem-se que

X =max(0, min(v, v+ Y - d)) (1.2)
R=max(0,X-v-Y +4d) 1.3)

{usa-se letra mailiscula para simbolizar varidvel aleatdria e mindscula para representar
um-valor de ama varidvel aleatéria ou uma constane),

onde -
R — volume racionado 2o longo dos 11 meses

X — volume armazenado no reservatdrio, a0 final do ano
v — volume 1itil do reservatdrio

Y - volume aflsente durante os 11 meses

d — demanda volumétrica durante os 11 meses

Se a companhia quiser evitar a possibilidade de racionamento, devers construir
um reservatéric bem grande, tal que v>d. Enwetanto, isso pode ser econdmica ou
fisicamente impossivel. Supondo v<d, a probabilidade de racionamento diminui quando
"v" aumenta. Por outro lado, o custo de construgiio das obras de barramento e de
desapropriag#io das 4reas inundadas cresce com "v", Ou seja, quanto maior foraseguranga

do sistema de abastecimento, maior serd o custo. Problemas desse tipo sdo -

freqtientemente resolvidos com base no "pior ano™ do registro histérice. Isto &, escolhe-
s¢ um volume dtil para o reservatério que garanta abastecimento nomal caso a mais
severa seca observada no passado ocorra novamente, durante a vida il do empreendi-

“menio. No caso especifico,
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v = max {O, d — min ; (v (i}) (1.4

(LIS 1O

onde y(1}, ¥(2), ..., ¥(i}, ..., y(n} sfo observagbes do volume afluente e "n" & o nimero
de anos do registro histdrico.

Pelo menos duas criticas podem ser feitas a esse método de cdlculo:

2) a vinica certeza que se pode ter sobre o futuro é que o passado ndo se repetiré,
isto €, secas piores do que a mais critica do passado poder ocorrer, sem que
se tenha informagc3o sobre a probabilidade desse evento;

b) v; € uma fungBo ndo decrescente de n, isto €, quanto mais longo for o
registro histdrico, maior tenderd a ser o volume de regularizacio vy;
conseqiientemente, se dois locais hidrologicamente equivalentes estiverem
competindo para sediar a construgio de vm reservatdrio, o local com
registro mais curto tenderd a levar vantagem, 0 que & Um CONITa-Senso.

Um critério razodvel para a escolha de v consiste em minimizar a soma do
valor esperado do prejuizo de um racionamento num ane qualquer com o custo anual
referente & construgio do reservatdrio.

d-v 2

330 | . hd—vy -y) fy{y)dy + (') (1.5)

onde
v, — volume de armazenamento 6timo
g(.} - custo anual referente 3 construgfio do reservatdrio -
h{) — prejuizo associado com racionamento
£,() — funggo dersidade de probabilidade de Y

Um outro critério, ignalmente razodvel, é definir v de tal maneira que a

probabilidade de que haja racionamento seja igual a um pequeno valor ¢, previamente
fixado (por exemplo & = (,05). Dentro dessa Stica, a decisfo Stima € tal que

a6
d-V3 ’
PR>0)=PX=0)=], TyHoy=a

Tanto a solugfio v, como a v apresentam vantagens sobre a solugiic vy,
Seleciona-gse uma ou outra dependendo de uma opgfio politico-econdmica. Em ambos 05
casos, O primeiro passo a ser dado pela companhia para tomar uma decisio, num
contexto de incerteza, consiste em identificar quais os possiveis eventos subsegilientes

Modelos Estocdsticos no Gerenciamento dos Recursos Hidricos CEmEN

decisio e quantificar suas respectivas probabilidades. Neste exemplo, essa agio implica
na determinagfio das fungdes “custo de construgdo”, g(.), e “custo de défigit”, h(.), isto se
a equagdo (1.5) for adotada. A modelagem da incérteza, messe caso, resume-se i
dzatf):rmmagﬁo da densidade de probabilidade fy(y), a partir de uma amostza ¥(1), y(2),
y{n).

ey

A seh}géo do problema descritc no exemplo anterior foi feita de forma
relativamente simples, tanto através da equagéio (1.5) quanto da equagio (1.6), porque

" foram feitas as suposigdes de que:

a) o reservatSrio sempre enche no més chuveso: .

b) a afluéncia Y num ano qualguer é independente de afluéneias em anos
anteriores, devido a um escoamento bisico insignificante e & auséncia de
"memdria” nos processos meteoroiGgicos, de um ano para outro,

Se a suposicio a) ndo for verdadeira, o estado de armazenamento do reservatdrio
ao final do primeiro més de cada ano 180 € mais constante. Consegiientemente, definindo-
se X{t} como 0 armazenamento-do reservaidrio num determinado dia do ano t, tem-se que
X, X(+1), X(t+2)... formam uma sucessdo de varidveis dependentes entre si, isto &,
formam um processo estoc4stico. Analogamente, se a suposigio b) ndo for verdadeira, as
aﬂuénc;as anuais Y(1), Y(t+1), Y{t+2) formam um outro processo estocdstico. Isto &,
conhecida a afluéncia do ano passado, y(t-1), possivelmente a distribui¢o condicionada
df: Y({t}, dado y(t-1), serd diferente da distribuicio de Y(t+1), dado y{t-1), que serd
d1f§rente da distribuicio de Y{(t+2), dado y(t-1), etc. Consegiientemente, tarnbém X
Serd UM Processo estocastico.

_ Nesse caso mais geral, em que X(f} é um processo estocistico, seria ainda
possivel dimensionar o reservatério com base no perfodo mais critico observado no
passado, através da aplicagio da curva de massa ou diagrama de Rippl. Entretanto, as
mesmas criticas apresentadas na seqiiéncia da equagio (1.4) poderiam ser repetidas com
relagdo a essa solugdo. As equagBes (1.5) e (1.6) niio poderiam ser vtilizadas, mas os
métodos a serem desenvolvidos a seguir permitirio a solugfio do problema de
dimensionamento de reservatdrios, e de diversos outros, sob a Gtica de quantificaciio da

glx:ggabilidade de falha e/on do valor esperado dos beneficios de um empreendimento
CO.

2. TEORIA ESTOCASTICA DE RESERVATORIOS

2.1 Anilise da operaciio e dimensionamento

. Um processo estocsstico € definido como markoviano quando a distribuiczo de
probabilidades dos valores futuros do processo depende apenas do ultimo valor da série
temporal. Isto &, num processe markoviano, as observages anteriores a0 instante [ s30

irrelevantes para a modelagem do processo apés t, desde que se conheca x(t). Mais
formalmente,

it
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F 1) | x(®), x(u), x(v), .) = FX{t+1) |- %) '
’ >0 :

t>u>v,

As séries temporais em hidrologia’ sfo, em geral, medidas a intervalos discretos
de tempo, por exemplo, uma vez por dia. Mesmo quando a medic#o é continua, como
no caso do linigrafo, o registro costuma ser armazenado sob a forma de uma série
temporal em que os valores sfo registrados a intervalos regulares de tempo. E, portanto,
natural que se restrinja o estudo a processos estocdsticos discretos no tempo, em cujo
caso a equacdo 2.1 pode ser reescrita:

R | x(0), x(t-1), X(t-2),..., X(1)) = FX(e+1) | x() (2.1

Quando os valores assurnidos por X(f) sfo também discretos (X(0) = xg, %3,
X2 ,...), O processo markoviano é chamado de "Cadeia de Markov". Fregiientemente, no
plancjamento de recursos hidricos, processos estocdsticos que sfo, na realidade,
continuos, no tempo e nes valores, acabam por serer aproximados por uma Cadeia de
Markov, devido a facilidade de associa¢@o com algoritmos de otimizagio, conforme se
verd adiante.

Suponha gue X(8) possa assumir os valores {chamados "estados™ 0, 1, 2, ... i,
~ K, K+1. Seja a(ij) = PEX(+1) = i X = ) e ag;.1(i) = PK(t+1) = 1), Naturalmente,

a0 =LV 2)

S aG =1V
iat(I D i 23)

aij) € chamada de probabilidade de wansi¢o do estado j para o estado i, ¢ a matriz
formada pelos elementos a(i,j) é chamada de matriz de transi¢io. Seja A tal matriz, isto
é, {A}ij = a(i,j). Do tecrema da probabilidade total, tem-se que PIX(t+1) = i) =
PX{1) =11 X(0) = 0). PCX(D) = 0 + PCX(t+1) = 1 | X() = DPXEQ) = 1+)...
Isto &, .

24)

2 @ = ;,: a G a G

“distribuicgo de probabilidades”
, 2 equagio (2.4) pode ser generalizada

. Definindo-se 0
= ({0, a1}, e

vetor

2K, a£(k+1))T

" para qualquer i

2.13),
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: 2.5)

»

onde % 2.1 sdo vetores-coluna com K+2 elementos e A & uma matriz com
dimensGes (K+2) x (K+2). A distibuigio de probabilidade de X(t+2), isto &,
82, |, pode ser faciimente calculada aplicando-se a equagio {2.5).

22= A2,
oy

2= AlA2) = AZ2,

Em geral,

Yy = AT 2 26

Pode-se mostrar que {A™};. € a probabilidade de transicio do estado de j pama o
estado i, em m passos. A medida que m aumenta, menos importante € a informacfio com
relagiio ao estado de partida j. No limite, o estado de partida é irrelevante:

lim {Am}i’j = lim ap,. (@) = a()
m~>= m—"

@7
O vetor<coluna 2 = (@(0), a(1), ... a(k), a@k+1)T
€ a distribuicdo marginal de probabilidades de X(f). Da equagiio (2.7) tem-se que
lim AR = 2,2, .. a] ) 28

m-=

{ Diz-se que a Cadeia de Markov estd equilibrada no instante t, quando
dp1 =% = g.Isto €, 0 sistema estd equilibrado se P(X() =1) = P(X(t+7) = i),



Modelos para.Gerenciamento de Recursos Hidricos Modelos Estocdsticas no Geranclamento dos Recursos Hidricos UNNER

V1=1,2,..,¥V1=01..,K Da equagdo (2.5) tem-se que ' Exemplo 2

Suponha d = 40, Y normalmente distribuido, Y~-N = §0; = 302
a= Aa 29 K=35,e © estado injcial de armazenamento igual a 73 umdad(fs(Qesses%agfzi(Yz) 106/5 )=
~ A 20 e 73 situa-se no intervato (60,30). Portanto, j = 80/20 = 4 e o volume armazenado

s&o arredondados para 20(4-0,5) = 70. Haver4 uma transicdo de x(f) =4 para x(t+1) =5

. Lo (por exemplo), se X{t+1) = x() + Y(t) -d = 70 +Y(1) - 40 esdi i i

A equagZio (2.9) representa um conjunto de (K+2) equagdes e (K+2) incdgnitas, : (80, 100). Rpmbabiédad)e dcsgg trans(ig?ao éiguald pggbabi?igig:fiicﬁug?t)n;eﬁﬂaﬁ
tespectivamente 2 (0), 2 (1), ..., a (K+1), mas nfio pode ser resolvido diretamente porque intervalo (30, 70), isto &, a(5,4) = @ ((70 - 50) /30) - & ((50 - 50) /30) = 0,25 dgcb é
qualquer uma das equacBes & uma combinacdo linear das demais. Isto &, o posto da a distribuig#o acumulada de probabilidades normal padrio, Havers uma transicao de ;([) =
matriz A € K+1 e ndo K+2. A equagfio que falia para a resolucgio do sistema & 4 para x(t+1) = 6 (cheio), se Y(t) for maior do que 70, isto &, a(64) = 1 -  ((70-
50) /30) = 0,25. Analogamente, todas as probabilidades a(i,j) poderiam ser calculadas,

al . ; . .
Sa@e1 2.10) resultando na seguinte matriz de transigio A:

A solugdo € encontrada substituindo-se qualquer uma das equagtes em (2.9) pela
equagdo (2.10). Alternativamente, pode-se fazer uso da equagéo (2.8), elevando a matriz

de transi¢iio A a uma potncia m suficientemente grande para que todas as colunas de Am A
sejam praticamente idénticas aa,
Diversos processos estocasticos em hidrologia podem ser modelados por yma j
Cadeia de Markov. Por exemplo, Loucks et al (1981, cap. 3) mostra nma aplicagfio i )
dessa abordagem quando X(f) é o deflivio anual de um rio. No entanto, o uso mais 0 1 2 3 4 5 6

comum ¢ para o caso em que X(t) & fungfio do estoque de dgua armazenado num i

— reservatdrio no inicio do ano t. Essa aplicagiio da Cadeia de Markov & as vezes chamada i
334 de Anélise de Moran", em homenagem ao pioneiro nesse assunto (Moran, 1954). i
Ao longo desta sess3o serdo examinados diversos problemas possiveis de serem '

resolvidos pela aplicago de conceitos da Cadeia de Mackov. Serd sempre assumido que v

¢ o volume titil e a unidade de volume € 1% de v. Essa unidade de volume servird para
medir o estoque de dgua no reservatdrio, a afluéneia e a demanda. Isto é, todas as
grandezas volumétricas serfo padronizadas, dividindo-as pelo volume dtl e ‘
muliiplicando por 100. Dessa maneira, diz-se que o reservatério armazena 60 unidades,

se o estogue de dgua corresponde a 60% do volume til. Seja X(1) =j,j=1,2... K, se

© armazenamento 134! ao inicio do ano t situa-se na faixa entre (j - 1) A e jA, unidades de
volume onde A = 100/K, X() = O se o reservatério estiver apenas com o volume morto, -

& X(0) = K+1 se o reservatfrio estiver cheio. Asseme-se que: Deve-se notar que, de acordo com a equagiio (2.3), a soma dos elementos de
qualqufer' coluna de A ¢ sempre igual 3 unidade. A matriz A revela, por exemplo, que a

probabilidade de racionamento no ano t é aproximadamente igual 0,37 se o reservatdrio
J4 comegar o ano vazio (transigfio de vazio para vazio);.cai para 0,25, se o estado inicial
for x(t) = 1 (armazenamento entre 0% e 20% do volume 1idl); cai para 0,09, se x() = 2,
¢ para 0,02, se x(t) = 3. Se o estogue de 4gua no inicio do ano for superior a §0% do
volume 1itil, 2 probabilidade de racionamento & nula. Por outro lado, basta que O estogue
de agua inicial seja superior a 20% do volume (til para que j4 haja alguma probabilidade
de vertimento (terminar o ano cheio). Se o reservatério j& comeca o ano cheio, a

037 025 009 002 000 000 000 =
026 025 016 007 002 000 opo OB
021 025 025 016 007 002 001
011 016 025 025 016 007 004
004 007 016 025 025 016 011
001 002 007 016 025 025 021
000 000 002 009 025 050 063

Chth BN O

a} o volume anual affuente ac reservatério, Y{t), é independente de Y(z), Vr = t;

b) a distribuicdo de probabilidades de Y, € conhecida cu foi previamente
estimada : P(Y, £ y) =Fy (v) ) . . A

c) qualquer estoque de 4gua sitwado entre {J-1)A e jA unidades de volume serd
“arredondado” para A (-1+32 = A(-0,5). Porém nenhurn arredondamento
serd feito se o reservatdrio estiver com volume morto cu entfo cheio;

d) o consumo anual € d;

e)a evagora_gﬁo € ignorada, ou incleida no consumo; . i probabilidade de vertimento € de 0,63. Estes resultados s3o apenas aproximados, devido
f) a afluéncia Y(£) ¢ o consumo d sfic uniformemente distribuidos ao longo do ! as hipdeses simplificadoras adotadas e també&m 20 efeito da discretizagfio. Naturalmente,
ano. a precis3o dos resultados melhora na medida em que K cresga.

O céleulo das probabilidades de transigfio, para as hipéteses adotadas no
exemplo anterior, e para qualquer valor de K, pode ser generalizado de acordo com as
seguintes equacdes:
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ali)) =P(Ye(AG-) +d-A(GOSkAL+d-AG-05) 11
=Fy (A(: j+0 5} +d) - Fy(A(I-J—0,5) +d) @112
iz 1,2, 12, ..
K+1) =P(Y & (AG - 1) + d - 100); (Ai + d - 100 :
ALK = F;Y(fli c(il 13)55 Fy(Azl ¢ 1)1 d- 100))) @11
i=1,2,.K ’
aK+1,j) =P(Y > 100 + d - A -0,5) 2.1%)
=1-Fy(100 + d - A -0.5)
ji=12.K
afi. 0) P(Ye (AQ - 1) + d); (Al +d)) 2.11d)
= Fy(Ai+ ) - Fy(AG- 1) + )
i=1,2.K
20 =P(Y <d-AG0S) - @2.11¢)
=Fy(d-AG05) -
=1,2..K
alDK+1) =P(Y < d - 100)
=Fy(d - 100}
a(0,0) =P(Y <d) - 21ig)
=Fy(d)
a(K+1, 0) = P(Y >d + 100) (2.118)
=1-Fy (@ + 100)
2K+, K+ =P(Y > d) (2111}
=1-Fy(d .

Exemplo 3

Dada a matriz de transicio A do exemplo 2, por simples multiplicacio
sucessiva € possivel obter-se as mamrizes A2, A%, A%, A16 A32 A Alguns dos
resultddos s3o dados a seguir.

_ Observa-se que as colunas de A™ vao ficando cada vez mais parecidas entre si, 2
medida que m aumenta. Para m = 32, elas j4 sfo idénticas, pelo menos para a precisfo
adotada, de duas casas decimais. Isso significa que a probabilidade de o reservatdrio estar
vazio, daqui a pelo menos 32 anos, & sempre de 0,03, nfio importa qual seja o estado de
armazenamento atual. Analogamente, a probabilidade de que o reservatério esteja cheio,
também daqui a 32 anos, é sempre de 0,40. Na primeira parte deste capftulo formulou-se
uma possivel abordagem para ¢ dimensionamento de um reservatério, a qual consiste em
achar o volume ¥til v tal que a probabilidade de racionamento num ano qualquer seja

- ’igeal a vm pequeno valor o, previamente fixado, Para o tamanho de reservatério adotado
nos exemplos 2 ¢ 3, essa probabilidade é de aproximadamente 0,03, Se ¢ alvo « for
- 0,05, pode-se considerar a construgio de wm reservatdrio menor. O projetista, nesse
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A2 ’
; i
0 1 2 3 4 5 6
0 0722 0,18 0,10 0,05 0,02 0,00
) , ) , | 0,00
1 020 0,18 0,12 0.07 0,03 0,01 0.0
2 022 0,21 0,18 0,12 0,07 0,04 0,03
3 0,17 0,18 0,19 0,17 0,13 0,08 0,07
4 0,11 0,13 0,17 0,19 0,18 0,16 0,14
5 0,05 0,07 0,12 017 021 0.22 022
6 0,03 . 0,05 0,12 0,23 0,36 0,49 0,53
A8
i j
0 1 2 3 4 5 6
0 8,32 0,05 0,04 0,03 0,03 003~ 002
1 0’10 0,06 0,05 0,05 0,04 0,03 0,03
2 0’13 0,09 0,09 0,08 0,07 0,06 008
3 0!16 0,13 0,12 0,11 0,11 0,11 0,10
4 0’17 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16
5 0:33 0,18 0,18 0,19 0,19 0,20 0,20
6 . 0,33 0,35 0,33 040 041 042
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A2

0 1 2 3 4 5 6

0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04
0,67 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07
011 011 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11
6,16 0,16 0,16 0.16 0,16 0,16 0.16
G19 --- 0,19 0,19 0,19 0,19 0,19 0,19
0,40 0,40 0,40 0,40 6,40 0,40 0,40

S hRWN = O

case, deverd tentar um novo valor para v, que servird para definir uma nova matriz de
transicio A. Os valores "padronizados” de d, E(Y) e var (Y) irfio aumentar, porque a
unidade em que essas grandezas foram expressas corresponde a 1% do volume dtl. A
repeticio do procedimento para se achar nova distribuicfio marginal de probabilidades
para X(t) resulta num novo valor para a (0). Se a (0) for significanternente diferente de
¢, nova tentativa seri feita, diminuindo ou aumentande v se o novo a {0) for menor ou
maior do que . A busca por tentativa e erro, para ser praticavel, pressupde a utilizagio
de um computador.

No item 1 foi apresentado um critério altemativo para dimensionamento de
reservatdrio, que consiste em minimizar a soma do valor esperado dos prejufzos de
eventuals racionamentos, num ano qualquer, com 2 parcela anual da amortizagfo do
custo de constru¢io. Como conceber uma matriz de transi¢do que sirva a esse propdsito?
Uma possibilidade & definir hipotéticos estados de armazenamento negativos,

Seja X(H) =j,j=1-4/8, 2 - 43, ... 0, se 0 armazenamento, no infcio do ano t,
€ nulo e no ano t - 1 ¢ racionamento sitma-se na faixa -(G-1)5 e - j3. Isto &, o
racionamento é discretizado em intervalos & e substitvi-se o estado de armazenamento
ruilo por d/3 estados negativos. E preciso definir uma nova matriz de transigio A., agora
de dimensfio (K + 1+ d8) x K + 1 + 4/8), em vez de (K + 2) x (K + 2). Obviamente,
na nova matriz, todas as probabilidades de transigiio a . (1), i=1, 2, ... K+i, j= 12, ...
K +1 s80 as mesmas que na antiga matriz (equagdes 2.11a,b.c). Além disso, a . (i), 1
= 1,23 .. K+1lej=1-3d/,2- d8,.. 0danova matriz € igual a a(i, {) da antiga
matriz- equacio (2.11d, e). Resta vnicamente definir a(ij), i=1- d%,2-4d8.,.,0, V],
segundo as seguintes equagtes:

8. = P(Y £ (5G-1) + d - AG0,5) 8i+d - A 0.5 2.122)
=Fy(3i + d - A (G-0,5) - Fy(83-1) + d - 4 (-0.5) :
i=2-d/8,3-d0,..0,j=12 .K
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a(l, K+1) = P(Y € (5G-1) + d - 100; {Si+d-1000) 12
= Fy(Si+ 4-100) - Fy(3(i-1) + d-100) , @1
i=2-4/8,3-d3,..0
al) =P(Y & (3G-1) + d); Si+ d)) (2.12d

=Fy (3 + d) - Fy(8G-1) + d)
§=2-d/5,3-d/5, .0
J=1-d/6,2-d/6,...0

a(1-d8,D=PY <3-A(-05) - 212

=Fy(8-A(-05) 129
i=L2,..K

a(1-d4/8, K+1) = P(Y < § - 100) (2.126)

a(l-d, )=P(Y<&-d+d) = Fy(®) 2.129)

i=1-d/,2-45,..0

A equagfio (2.12¢) propositadamente nio existe, Ue Se possa manter
comespondéncia entre as equagdes (2.11) e (2.12). e d P ue

Exemplo 4

Mantendo-se as mesmas condigdes do exemplo 2, seia § = i
ple 2, seja & = 10 unidades de
volume. Tem-se 6/3 = 40/10 = 4 ¢ a nova matriz de transicio € de dimensdo 10 x 10, em
vez de 7 x 7. Cor_lfonnc anteriormente explicado, um grande pedago da matriz do
exemplo 2 € aproveitado e as probabilidades de transicio remanescentes sdo calculadas
segundo a equacfio 2.12. A nova matriz de transicio A_ &

3 009 009 009 009 005 001 000 O,

2 007 007 007 007 004 002 000 o,% 8:33 g’gg
-1 009 009 009 009 007 002 001 000 000 000
0 02 012 012 012 009 004 001 000 000 000
1026 026 026 026 025 -016 007 002 000 000
2021 021 021 021 025 025 016 007 002 001
3011 011 011 011 016 025 025 016 007 004
4 004 004 004 004 007 016 025 025 016 011
5 00 001 001 001 002 007 016 025 025 021
6 000 000 000 000 000 002 000 025 050 063
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Como antecipado, as quatro primeiras colunas de A. &80 iguais entre si e a
submairiz correspondente 3 transiciio a.ij), i=1,2, ... K+ 1;j=1,2,... K+1¢
idCntica 4 correspondente submatriz do exemplo 2. A interpretacfo de cada elemento
a. (i, ) precisa ser feita com um pouce de cautela, uma vez que A = We & = 10. Por
exemplo, a{-1, 2) = 0,02 significa que, se o reservatdric armazena, no inicio do ano, de
20% a 40% do volume dtil, a probabilidade de que ao longo desse ano ocorra um déficit
de 10% a 20% do volume il (emxe 25% e 50% da demanda) éde 0,02,

Como no exemplo 3, & possivel calcular as matrizes A2, A4, A%, .. por

- simples multiplicago. Também como no exemplo 3, a matriz A% ja tem todas as

colunas praticante iguais a FORMULA... Em pammﬂar interessam a. (G} = 0,012; a. &)
= 0,007; a. (-2) = 0,005; e a. (-3) = 0,005,

Verifica-se que, dado que ocoma um racionamento, a probabilidade de que seja
inferior a 25% da demanda &€ de: PCL(D = 0 1 X, () £ 0) = 0,012/ (0,012 + 0,007 +

0,005 + 0,005) = 0,012/0,029 = 0 42.

340,

Suponha-se que os racionamentos sejam classificados em quatro categorias,
com diferentes custos, segundo o quadro abaixo:

Racienamento
Categori ;
£ona Magnitade Magnitude Cuz?r’) ®
% volume til {% demanda) i
1 0-10 0-25 1
2 10-20 25-30 5
3 20-30 5075 20
4 30-40 75-100 €0

O racionamento & da categoria r se x.(f) = 1«. Portanto, o valor esperado do
cusio do racionamento &

EC®) =2 LS00 @
i=-

=60x0005+20x0,005+5x0,007+1x0,012
= 0447

A parcela annal para amortizagfio do custo de construco somada & § 0,447
fornecs o valor esperado do custo anual total associade 20 projeto. O projetista deverd
examinar algumas alternativas pera tamanho de reservatdrio, repetindo em cada caso o

. procedimento acima descrito para o cilculo de E(C(R)). Deverd ser escolhida a alternativa

que conduzir ao menor custo anual total,

O valor esperado do prejuizo é $0,447, mas o prejuizo, quando ocorrer, serd
muito maior. Na realidade, serd $1 ou $5 cu $20 ou $60. Para efeito de planejamento de
medidas de emergéncia, ¢ inferessante saber o valor esperad9 ?.E\cionamento, dado que

ele ocorre: W &LL

OxNER

Modeios Estocasticos no Gerenciamenta dos Recursos Hidricos

B0 < 0) = ECRWP(X.1) < 0)
= 0,447/0,028 )
=$15414

Nos exemplos 3 e 4, a atengdo foi centrada no cilculo da distribuicfio marginal
de probabilidades de X(1), isto é, na distribui¢do de probabilidades do armazenamento e
do déficit em algum eno futuro, suficientemente distante do presente para que a
informagfio sobre o atual estado de armazepamento seja irrelevante. Entretanto, o
projetista pode estar interessado na probabilidade de gue o reservatdrio figue pelo menos
uma vez vazio, ao longo de n anos de vida util. Supondo que o xeservatdrio esteja cheio
a0 ser inaugurado, esta probabilidade é igual a p = P(X(1) = 0 ou X(2)=0 cu ... ou X(n)
= 0IX(0) = K+1). Note que "p" ndo € a probabilidade de que o reservaidrio faga uma
transiciic de cheic para vazio em n "passos™. Isto €, p # P(X(n) = 0X{0) = K+1). O
cdlculo de p pode ser simplesmente efetuado a partir de um processo. modificado X (1),
tal que o estado Xa (1) = O seja "absorvente”, Isto &, unagme—se que, na cadeia
modificada, o "reservatério”, ao cair no estado vazio, nunca mais saia de 14. Nestas
condi¢des, a probabilidade de que X(t} tenha alguma vez sido nula, para = 1,2,..,1,§&
igual a P(Xa(n) = 0IX (0) =k+I). A nova magiz de transigﬁo Ap ¢ idéntica 4 matriz de
ansi¢io original "A” exceto sua primeira coluna, que ¢ substituida por ap (0.0) = P(X 5
HD=0XA @ =0=Tleap () =PXp (t+r1)=iXA ©=0,i=12, .. K+1L

Exemplo 5

Mantendo-se as mesmas condi¢es do exemplo 2, a matriz de transicio A &

<
e
[
L)

4 5 6

025 009 o002 000 000 0,00
025 016 007 00 0,00 0,00
025 025 016 007 002 001
016 025 . 025 0,16 0,07 0,04
007 016 025 025 016 011
002 007 016 025 025 021
0,00 002 009 025 0,50 0,63

[« WV PR VL ]
QOO CO O
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ye  Calculando-se as matrizes A,i . A4A . Ag . AIAO = Ag *Ag . A2AO , Aio

Ap AR, obtém-se

{AAM} 0 P(XA(D) =0XA)=6)= PX(1)=0 ou
X(2)=0ou.. X(n)=0X0)=6)

A tabela seguinte resume os Tesultados alcangados:

10 20 3% 4 S0 6 70 8 . % 100

008 021 032 041 049 056 061 067 0,71 075

P(XA(M)=0{XA(0)=6)

Percebe-se que, para o caso examinado, a probabilidade de que pelo menos uma

— vez qcorra algnm racionamento ao longo da vida util tipica de 50 anos € de

342

aproximadamente 1/2. E interessante investigar como a3 probabilidades se alterariam
caso o reservatdrio fosse inaugurado com apenas metade do volume 1itil, em vez de
inteiramente cheio. Trata-se de verificar os valores

{AAN} 0 37P(XAM)=0X A (0=3)=P(X(1)=0 ou
X(2)=0 ou ... X(m)=0X(0)=3)

A tabela seguinte resume os resultados alcangados:

n
10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100

020 031 040 048 055 061 066 071 0,75 078

P(Xp (n)= 01X (0 =3)

Comparando-se as duas tabelas, nota-se que a diferenca entre valores
correspondentes diminui 3 medida que n aumenta. Isso ocorre porque, em ambos 0s
casos, hé convergéncia para a unidade:

Modelos Estocdsticos no Gerenclamentoe dos Recursos Hidricos

tim PX () = 0IXA(0) = 6) = lim (Xa(n) = OX(0)=3) = 1
. A

oo N—3os »

*

O problema de dimensionamento do volume 1itil pode ser visto sob outra Stica.
Seja uma seqiigncia de volumes afluentes ao local do reservatério, Y(1), Y(2) ... Y{(n}. A
aplicago da curva de massa (Rippl, 1883) permite que se calcnle o minimo volume (til
Z, capaz de garantir uma demanda anual igual a d. Qualquer outra segiiéncia y(1), y(2),
« y(n} resultaria num outro valor pama Zy. Isto &, como Y(1), Y(2), ... ¥{(n) € um
processo estocsstico, Z,, € uma varidvel aleatdria. Gomide (1975) chamon Zp de
mé&ximo déficit acumulado e determinou sua distribuicio a partir da seguinte igualdade:

P(Zy 5 V) =PEAR) = OXA0) = K+1) 2.13)

onde v € o volume \til, "alvo” a partir do qual a matriz Ap € calculada.
Para o caso particular em que d = E{Y), Gomide determinou a’ distribuicio
assinidtica de Z;, bem como 0s momentos

EZ,) = 1,2533 vn var(y) ‘ {2.14a8)
VvarZy) = 02661 a var (1) (2,145

Esses resultados assintéticos nzo dependem da distribuicio de probabilidades de
Y ¢ s@o importantes porque a distribuicfio exata da varidvel padronizada (Zp _
E@Z)Nvar(Zyy ji € bem aproximada pela distribuiciio assintdiica, mesmo para
pegaenos valores de n. O Quadro 47 fomece a distribuigio assintdtica da varidvel
padronizada.

Quadro 47, Distribuicio assintética do méxime déficit

- '|
a Py u PU<u) u PUZu)

|16 0,002 -02 0,501 12 0578
.15 0,006 -0 0,542 I3 0801
-14 0,016 00, 0,580 14 0504
-13 0,034 01 0616 L5 0915
-12 0,059 02 0,650 16 0925
.11 0092 03 0.652 17 0,934
-10 0,132 04 0711 18 0,942
-09 0.176 05 . 0739 19 0,545
08 0222 05 0,764 20 0955
.67 0,270 07 0,787 21 0961
-06 0319 0g 0,809 22 - 0566
-05 0367 03 0828 23 0971
-04 0413 10 0,846 24 0,975
.03 0,458 11 0,863 25 0978

U = (2 - BZp)var(Zghy 2

ODaEESR
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Exemplo §

Mantendo-se as mesmas condigdes do exemplo 2, o projetista pode estar
interessado em qual deve ser ¢ volume iitil se a demanda d for aumentada. O limite
superior para d € o valor esperado da aftuéncia, E(Y), jd que nfio é concebivel "retirar do
1i0" mais 4gua do que em média 14 estd disponivel. Se ¢ for aumentado do valor d = 40
para ¢ limite superior d = E(Y)} = 50, a probabilidade de algum racionamento ao longo da
vida itil de 50 anos certamente serd maior do que 0,50 (exemplo 5). Se o projetista
quiser manter o mesmo nivil de confiabilidade, ¢le deverd aumentar o volume dtil.

Uma maneira de s¢ determinar de quanto exatamente o volume 1itil deve ser
aumentade consiste em realizar um processo de tentativa e erro, com cada tentativa para
v definindo uma nova matriz A e, portanto, uma nova probabilidade de transigio Al ¢
O processo converge quando Ai‘o’(, for suficientemente préximo da "meta”, no caso 0,50
(exemplo 5).

Uma maneira alternativa, bem mais simples, consiste em tomar partido da
equagio (2.13): fixando-se ¢ lado direito em 0,5, 0 Quadro 47 formnece o valor de

V' - E(Z,)
Vvar (Zy)

=-020

onde v' & o novo volume til do reservatdrio, neste caso coincidente com a mediana de
Z,.
As equagdes (2.14) fornecem

E(Z) =266, var(Zg) = 109

Portanto,

vi=244

Nota-se que ¢ aumentd na demanda de 80% da afluéncia para 100%
(regularizac3o rotal) implica num aumento de volume sl de 144%, mantendo-se.o
mesmo nivel de confiabilidade. '

Diante de tio significante aumento, o projetista possivelmente desistird da
regularizagfio total ou entfio diminuitd o padifo de confiabilidade, ou ambos. O
Quadro 47 permite que se faga uma rapida avaliagio do que acontece, ¢aso se mantenha v
= 100 ¢ s¢ aumente a demanda para 4 = 50. A probabilidade de que o reservatdrio fique
alguma vez vazio ao longo de n = 50 anos € igual a

Madelos Estocasticos no Gerenciamento dos Recursos Hidricos O EmnR

P(Zn>100)=P(Z“'E(Z") > 100'266)= »
Vvar (Z,) 109
= 1-p( Z“'E(Z“)) = 0995
Vvar (Z,)

Da mesma forma que o projetista se interessa pela probabilidade de algum
racionamento a0 longo da vida dtil e nfo apenas num ano qualquer, ele deveri se
interessar pelo valor esperado do prejufzo associado com eventuais racionamentos ao
longe do intervalo (t, n), dado o estado de armazenamento x(2): b(tx(t)). Em particolar
haverd interesse em determinar b (0, K+1), isto &, o valor esperado do prejuizo ao longo
da vida dtil sendo ¢ reservatério inaugurado completamente cheio.

Seja c(r) o custo associado com um racionamento na faixa ((r - 1§ x8)r > .0
{exemplo 4) e ¢()= 0, r < (. A probabilidade de que o prejuizo, no dlimo ano de
operacao do reservatdrio, venha a ser igual a c(r), dado que x(n-1) = j, & igual a a.(1-r,j),
scrdo a.(i,j) calculado pela equagfio (2.12). Portanto, para o dltimo ano da vida itil, tem-
se:

bn-1,j) = Ec®)lt= n-1, x()=f) = £ a.(i,j) c(1-i)Vj (2.15)
i

Quando t=n - 2, pode ocorrer um racionamento no pendltimo ano da vida ¥itil
ot ng {iltimo ou em ambos. Um pouco de reflexfio leva a:

b{n-2, ) = X a(i,)) (1) + ba-1.D) 2.16)
1

Essa equagio revela que o valor esperado do custo nos dois 1iltimos anos € igual
ao "valor esperado do custo imediato™ (durante o pendltimo ano), 3. a.(ij) c(1-i), mais o
"valor esperado do custo remanescente” (durante o ltimo ano), ¥, a.(i,j) b(n-1,i). Como
as duas parcelas referem-se a desembolsos feitos em épocas diferentes, é conveniente

multiplicar a segunda parcela pela taxa de atualizagfo y (menor ou igual & unidade), para
tornar as duas parcelas financeiramente mensurves.

b(n-2, ) = ¥ afiyj) (c(1-D) + b(n-1, ) @.1n
1

Generalizando o conceito de “custo imediato” e "custo remanescente”, tem-se,
em geral;

b1, ) = 22 6D + (L), ¥ L@18).

Exemplo 7

Mantendo-s¢ as mesmas condigBes do exemplo 4, a utilizagio das equagdes
(2.15) - uma tnica vez — & (2.18) - diversas vezes, recursivamente — , para Y= 1, resulta
nos seguintes valores para bit, j):
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Estado Armazenamento bit, j).

X(0=] (% volume til) =0 =10 =20 =30 =40 =49 =50
6 100 22,18 1722 1226 730 248 000 0
5. 80-100 25 1756 1260 765 2,80 0,00 ¢
4 60-80- 23,77 1882 13586 8,50 395 002 0
3 40-50 2620 2124 1628 11,31 620 0,17 0
2 20-40 30,50 2554 20,58 1560 1030 102 0
1 0-20 3787 3291 2795 229 1750 4,16 4]
0 0 4325 3829 3333 2334 2276 743

Esse quadro-informa que o valor esperado do custo de eventeais racionamentos,
a0 longo dos 50 anos de vida atil, supondo o estado inicial cheio, € de $22,18. Se
houver interesse em antecipar a inaugurag@io do reservatdrio, para quando o estogue de
dgua for, por exemplo, de 50% do volume Wtil, o acréscimo de custo ao longo da vida
Uil serd de 26,20-22,18 = §4,02. A antecipagfo sé deve ser realizada se a vantagem
imediata suplantar esse vaior.

2. 2 Otimizacéio da Operagéio

© custo de um racionamento, em geral, varia ndo-linearmente com a magnitude
do racionamento, porque o primeiro 1% da demanda nfc suprida resulta em
inconvenientes sem importincia (suspensio de lavagem de carros, por exemplo), ao
passo que o tlimo 1% resulta em gravissimos problemas (as mais elementares
necessidades humanas nfo conseguem ser atendidas). Foi por essa raz@o gque, nos
exemplos 4 e 6, os racionamentos nas faixas (0,25), (25,50), (50,75), (75,100), em
percentuais da demanda, foram arbitrariamente associados com custos respectivamente
iguais a §1, $3, $20 ¢ $60. Raciocinio similar pode ser feito para outros usos da 4gua,
como por exemplo produciio de enmergia elétrica, onde um racionamento de
hidreletricidade pode significar que parte da demanda energética passa a ser atendidacomo
acionamento das usinas termelétricas, até um certo limite, a partir do gual se processa
um corte no fornecimento, ’

Suponha que, num certe zno t, mdo indica que no ano t+1 cerca de’40% da
demanda devera ser cortada. Isto &, no ano t+1, o prejuizo do racionamento deveri ser de
$5 (mantidos os valores do exemplo). O administrador cogita em acionar um esquerna de
racionamento preventivo, Seu raciocinio € de que se, duranie o ano t, 20% da demanda
for cortada, o custo serd de $1, deixando 20% da demanda para ser cortada no ano t+1, ao
custo de $1. Dessa maneira, o prejuizo total & de $1 + 31 = $2, em vez de $5.

Como nunca se sabe qual vai ser a evolucfo futura do reservatodrio, o raciocinio
acima pode ser generalizado, dizendo-se¢ que wm racionamento preventivo deve ser
efetnado sempre que yesulte numa dimimuicio do valor esperado do custo de
racionarnento. O que se procura é uma politica de operagdo que defina, para cada estdgio
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(ano) t e para cada estado de armazenamento x(t), qual deve ser o racionamento
preventivo ¢ qual serd o valor esperado do custo de operagio {custo de racionamento,
nesse casc), seguindo-se a polftica dtima de operagfio b*(t, x(E).

Seja a "varidvel de decisio” Q = 0, 1, 2, .. &1, que comresponde a
racionamentos preventivos respectivamente iguais a 0, 5, 28, ..., d-3. O racionamento
real pode ser maior do que o preventivo, num ano t qualquer, se o Teservatdro esvaziar
completamente, isto €, se x (t+1) = 1 < 0. Seja o custo do racionamento igual a c(r),
quando o racionamento real estiver situado na faixa entre (r-1) S e 18, 1 > 0 e seja ¢() =
0, r £ 0. Quando uma decisfio Q & tomada, o custo do racionamento serd o), onde

r=0 +max 0, 1-) (2.19)

Para um certo estééio "t", suponha que a fungfio b*{t+1, 1) seja conhecida,
qualquer que seja x(t+1) = i. Para cada estado x(t)= j e decisfio Q, ¢ possivel calcular a
fingao bit,j, Q), definida por:

bt J, ) = T a (i, j, Q) (cf) +y0*(t+1, 1) (2.20)
1

onde

bitj.2) - valor esperado do curso de operagfio, quande se toma a decisio Q.

. ¥ —taxa de atvalizacio {equacio(2.17)

a,.(1,).€2) — probabilidade de transicio do estado j para o estado "i", quando se
toma a decisio Q.

O célculo de  a,(1,j.) € feito através da equagfo (2.12), substituindo-se o
valor de "d" por d - Q8.

A melhor decisdo, £* (t,j), serd aquela que minimize b(t, j, ). Portanto,

B*(t, 1) = min b(t,j,.Q) (221)
Q
As equacBes (2.19) a (2.21) definem um algoritmo recursivo para cilculo da
politica 6tima de operag3o. Resta definir a condicfio de fronteira, para t = n-1.
. Assume-se a hipdtese de que, ao final da vida 1, o reservatério € desativado, o
que significa que ¢ irrelevante o estado de armazenamento

b¥(, ) = 0 (2.22)

Os leitores familiarizados com técnicas de otimizagdo reconhecerfo nas
equagBes (2.19) a (2.22) o algoritmo conhecido como programagio dindmica estocdstica.

Exemplo 8§

Mantendo-se as mesmas condigtes do exemple 6, a nrilizagdo das equagdes
(2.19) a (2.22), para =1, resulta nos seguintes valores para b*{tj):

347



[+

Madelos para Gerenciamento de Recursos Hidricos

H

Estado Armazenamento bd

X{=] (% volume dtl) =0 =10 =20 t=30 =40 =49 (=30
6 100 1337 1046 7154 463 1,74 0,00 0
5 80-100 1357 1066 1,75 483 1,94 0,00 0
4 60-80 1431 1140 848 557 266 0,02 0
3 40-60 15,76 1285 994 702 4,08 0,17 0
2 20-40 18,19 1528 1237 945 8,50 1,02 0
1 0-20 2222 1932 1640 1349 1049 3,54 4]
0 0 2508 2217 1926 1634 1334 521 0

Comparando-se os valores dessa tabela com os correspondentes valores da
tabela do exereicio 6, verifica-se a importancia, nesse caso, do racionamento preventivo.
Por exemplo, o valor esperado do custo de operagdo, racionamentos preventivos e/ou
involuntirios, ao longo de 50 anos ds vida W}, e supondo o estado inicial cheio, cai de
$22,18 para $ 13,37.

A politica étima de operagfio, nesse caso é, parat = 47:

XO=1-50=15X{H>1->0Q=0
parat < 47:
X2 0=1LX.D>2-Q=0

Para o5 dltimos rés anos de operagdo (t = 47, 48, 49), s6 se aplica um
racionamento preventivo se o reservatGrio jd comegar 0 ano COm um 2TMAazenamento
abaixo de 20% do volume 1til. Faz-se, nesse caso, um racionamento preventivo de 10%
do volume 4t (Q = 1). Para todos os demais anos (t = 0, 1, 2, ..., 49), faz-se um
racionamento preventive de 10% do volume it (Q = 1), se o estoque no reservatdrio,
no inicio do ano, for inferior a 40%. Em nenhuma circunstincia, a politica 6tima
recomenda uma decisfio O maior do que 1. Isto &, racionamentos maiores do que 10% do
volume dtil nfo sfo aconselhdvels. -

A considerac8o de racionamentos preventivos altera a mairiz de transicfo entre
os estados, Por exemplo, para t < 47, apenas as colunas j > 2 da nova matriz de
transicio "A*, serfo idénticas as correspondentes colunas da mairiz "A". {exemplo 4),
quando nenhum racionamento preventivo foi considerado. As demais colunas
corresponderio a probabilidades de transi¢io a.(i,.j), calculadas pela equacdo 2.12,
substituindo 40 (valor de "d™) por 30 (valor de d-8).

A nova matriz "A¥," &
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Al
i ] ’
-2 -1 0 1 2 3 4 > 5 6
-2 009 009 009 005 002 000 000 000 0,00
-1 009 009 009 007 002 001 000 600 0,00
0 012 012 012 008 04 001 000 000 0,00
1 026 026 026 025 9016 007 002 000 0.00
2 021 021 021 025 025 0,16 0,07 00 0,01
3 011 0611 011 016 025 025 016 007 0,04
4 004 004 004 007 016 025 025 0,16 0.11
5 001 001 001 002 007 016 025 025 0,21
6 000 000 000 000 002 009 0,25 0,50 0,63
Nota-se, como esperado, que a” (. i) € a. (i), para valores de i = -3, -2, -1, 0
e Vi,

Existe uma outra técnica para o cdleulo da funglio b*(, j), e conseglientemente
da decisfio Stima C2*(t, j), que dispensa o emprego do esquema recursivo representado
pelas equagles 2.19 a 2.22. © método altemnativo toma partido do fato de que para
valores de "t" suficientemente pequends, isto €, para anos suficientemente distantes do
fim do horizonte de operaglio, a decisio 6tima £2%(1)) € estavel de ano para ano e b*(t, )
varia linearmente com t, como se pode observar na tabela do exercicio 8. Howard (1960,
capitalo 4) descreve o método alternativo, chamado de "iteragZo de politica”,

2.3. Misceldnia

O cdleulo numérico da distribuighio de probabilidades de X(t) e dos Processos
assemelhados X. (t) e XA(t) foi o objeto principal deste item. A rigor, todos os célculos
dependeram apenas das relacdes dfv, 8/v, EQY)/v e Yvar (Y) /v, bem como da distribuigo
de probabilidades de Y(f). Existem diversos resultados disponiveis na literatura que
fornecem expressdes matemdticas para a distribuigio de X(t), para diferentes hipéteses
quanto & distribuicio de Y(1). Lloydd (1967) fornece um revisao sobre ¢ assunto,

A distribui¢do de probabilidades do maximo déficit acumulado Zp, dado mo
Quadro 47, € apenas um dos resultados de uma linha de pesquisa conhecida por "anlise
de propriedades de somas parciais" (Gomide, 1985, 1983 ¢ 1986). Existem diversos
resultados disponiveis na literatura relacionados nfo apenas a Zp, mas também zos
momentos ¢ & distribuic@io de probabilidades da varidvel aleatdria "méxima amplitude”,
Durante anos, essa varidvel aleatéria desempenhou um Papel central na escolha de
modelos estocdsticos para o processo Y(f), devido ao chamado "fendmeno de Huorst"
(item 4.4),

A extensdo da abordagem mostrada neste capitulo, para © caso em que as
afluéncias em anos consecutivos (Y(t), Y(t+1)) forem varidveis dependentes, poderia, em
principio, ser feita considerando-se a varivel de estado bivariada (X(t), Y(£)). A transi¢io
de (X(t), Y(0) para (X(t+1}, Y(1+1)), quando vidvel, seria associada 2 probabilidade de
Y{t+1), dado Y(1) = v (£). Se a varidvel Y{t) for discretizada em K diferentes valores, a
matriz de transicio teria dimensdo K' (K+2) por K' (K+2). Dependendo dos valores de K
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e K', a2 matriz de ransi¢io pode ser excessivamente grande, tormando o problema diffeil

de ser tratado. Essa intratabilidade computacional torna-se ainda mais acentuada quandoo,

dimensionamento efou 2 otimizag#o da operagiio envelve diversos reservatérios. Nesse
caso, 0 método experimental, também chamado de Monte Carlo, associado a modelos de
simulagfo, € a abordagem mais indicada. Assunto para o préximo item.

3.0 METODO DE MONTE CARLO
3.1 Descrigdo do método

Suponha que se pretenda planejar ou operar algum aproveitamento, hidrico num
Iocal com uma série histdrica de n anos. Essa série € usualmente utilizada-como dade de
entrada para um modelo de simulagio /ou otimizagio que produza como saida a grandeza
relevante para o projeto. Por exemplo, o volume de reservatdrio neceSsirio para
regularizar uma descarga prefixada, o armazenamento "meta” ao final de cadamésoua
descarga maxima que o vertedor deve ser capaz de dar passagem, A Figura 112 apresenta
a série histdrica de uma secfio do rio na qual se pretende construir uma barragem que crie
um reservadrio de regularizag@o. O modelo de simulagio/otimizagio, nesse caso, é
simplesmente o diagrama de Rippl, que produz como saida v, o volume de reservatério.

Como 2 série histérica & apenas uma das possiveis realizacfes de um processo
estocéstico, pode-se imaginar que a Natureza "sorteou” a série histdrica segundo algnm
conjunto de leis probabilisticas. Um novo sorteio redundaria numa outra série, diferente
da histérica, mas igualmente provavel. Mais adiante serfio apresentados modelos que
procuram aproximar esse comportamento estocistico. Cada um desses modelos permite
que artificialmente se facam tantos sorteios quante forem necessérios para o estudo em
foco.

Cada sorteio estard associado a uma série de vazdes, chamada de série sintética.
Como essas séries serdo todas distintas entre si, podem-se obter diversos resultados
provenientes de simulagfes, a0 invés de um dnico resultado, que. seria obtido caso
apenas a série histdrica estivesse disponivel. Dessa forma, a informaggo contida na série
histérica pode ser mais compietamente extraida. A Figura 115 mostra que a série
histérica € dado de entrada para o modelo estocdstico, que produz tantas séries sintéticas
quanto se queira. Como a cada série estocdstica estard associado um tamanho de
reservatdrio, & possivel inferir a distribuig3o de probabilidades de V a partir da amostra
aleatéria (v;_ vy, V4,..).

Cado ‘se pretenda definir o volume do reservatdrio de forma wml que 2
probabilidade de sucesso seja ¢, deve-se adotar o valor v. Caso se pretenda definir o
volume pelo métoda tradicional, isto €, vy, pode-se avaliar a probabilidade de sucesso .
Nesse comtexto, sucesso significa o atendimento da descarga que se escolhen para
regularizar, num horizonte de planejamento igual ap da série histérica. )

E importante ressaltar, no entanto, que, quando se projeta para Ve, © horizonte
de planejamento pode ser diferente, inclusive mais longo, do que o ndmero de anos de
gérie histérica. Basta gue as séries sintéticas tenham o comprimento do desejado
horizonte de planejamento.

o i mmmmeme e 0w
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Figura 115. Representagdo esquemdtica do método de Monte Carlo
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Exemplo 9

Como no exemplo 2, suponha que a demanda anual a ser atendida por um
reservatdrio seja d = 40 unidades de volume ¢ as afluéncias anuais ao reservatério sejam
varidveis independentes normalmente distribuidas — Y ~ N (E(Y) = 50, var (Y} = 302).
Suponha ainda que uma série histdrica com n = 50 anos esteja disponivel e que a
aplicagfio do diagrama de Rippl a essa série resulte num tamanho de reservatério v, =
100. Essa é a menor capacidade que pode ter o reservatdrio para garantir o suprimento,
caso nos préximos 50 anos se repitam as aflugncias observadas nos Gltimos 50 anos, O
problema ¢ definir qual a probabilidade de sucesso B associado a vy, e qual 0 tamanho de
reservatdrio associado, por exemplo, a o = (0,95,

A solugdo pode ser encontrada simulando-se ¢ comportamento de um
reservatério "sem fundo”, um mimero grande de vezes, por exemplo mil vezes. A idéia é
assumir que o reservatério comega cheio e nunca se observa um déficit para cada uma das
simulagdes ao longo do horizonte de planejamento m (neste caso igual a n = 50 anos).
Portanto, cada simulagio produz uma capacidade de armazenamento igual ao
armazenamento inicial (cheio) menos o minimo armazenamento ao longo. de 50 anos
(vazio). A diferenca entre 0s armazenamentos nfio ¢ alterada, gualquer que seja o valor
que se arbifre para o armazenamento inicial. Em particular, quando se admite o estado
inicial nulo, a capacidade de armazenamento de cada simulacio serd o valor absoluto do
minimo armazenamento, 20 longo dos 50 anos.

O modelo estocdstico neste caso € extremamente simples. Como a afluéncia,
em cada ano, é assumida independentemente das afluéncias em outros anos, cada série
sintética é produzida sorteando-se 50 observagdes de uma varidvel aleatdria normalmente
distribuida com valor esperado igual a 50 e varidncia 302,

As mil simulagfes podem ser facilmente realizadas aravés de um programa de
computador que implemente o seguinte algoritme:

K=1.000, m=50, u=50, 0=30, d = 40
Repiia i= 1, K

v()=0
x=0

Repita j= 1.

Sorteie uma vandvel normal padrdo, z
y=H +0*Z
x= min (0, x+y-d)
Sex<v(Den@ov{i)=x

vii)= -v(i}

A colegao w(1), v(2), ..., v{1.000) forma uma amosta aleaténa de mul pontos
da varidvel V, tamanho do reservatério. A ordenagiio da amostra resulta numa razodvel
aproximagZo para a distribui¢io de probabilidades de V. Para uma efetiva corrida do
programa, obteve-se média e desvio padrio amostrais de V respectivamente iguais a 109
e 47. A seguir, alguns elementos da amostra ordenada.
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N? ordem v{i} N® ordem v(i} N? ordem , v(i}
@ © @

1 28 401 %0 801 ! 140

51 52 451 96 851 154

1M 59 501 9% 901 173

151 &5 551 104 941 190

201 71 601 111 951 202

251 76 651 117 961 210

am 81 701 125 1.000 386

351 86 751 133

E imeressante observar que o resultado P(V < 100) = 0,5, que ¢ uma estimativa
para J, ja havia sido antecipado na solugio do exemplo 3, através do emprego da Cadeia
de Markav. Da ordenagio acima extrai-se que o valor de v,y associado com o= 0,95 €
aproximadamente igual a 202.

O método de Monte Carlo serve também para prever a operacio de um sistema

de recursos hidricos, qoando as estruturas hidriulicas ji estdo dimensionadas e os
armazenamentos iniciais sfo dados pelas condigdes atuais do sistema.

Exemplo 10

Suponha um reservaidrio com capacidade de armazenamento de 60 wndades
volumétricas, com um estoque inicial de dez anidades {condigao presente), demandas nos
proximos trés anos respectivamente iguais a 35, 40 ¢ 45 unidades e demais condigoes
idénticas a0 exemplo 9. Imagine ainda gee haja interesse em prever o estado do
armazenamento daqui a trés anos. Ignorando o método de Monte Carlo, uma selugio
aproximada para o problema poderia ser facilmente alcangével substituindo-se o
problema estocistico inicial por um problema deterministico. Tipicamente, as futuras e
desconhecidas afluéncias seriam substituidas pelos correspondentes valores esperados.,
Para o caso especifico, o valor esperado da afluéncia € 50;

Ano Volume inicial Afluéncia Defledncia Volume final
1 i0 + 50 -35 25
2 25 + 50 - 40 35
3 35 + 50 —45 40
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Logo, o ammazenamento ao final do terceiro ano poderia ser previsto, segundo
este método, em 40 unidades volumétricas. A dificuldade da aproximac#io consiste na
indefinigdo da precisfo da resposta ¢ na incapacidade de prover uma distribuigio de
probabilidades para a varidvel aleatdria "armazenamento ao final do terceiro ano”, que
permite, por exemplo, o cdlenlo da probabilidade de que o reservatério esteja vazio.

O problema seria resolvido, segundo o método de Monte Carlo, pela
implementacio do seguinte algoritmo:

X = 1000, m =3, o = 507 = 30, d(1) = 35, d(2) = 40, d(3) = 45
xmax = 60
Repitai= 1k

x =10
Repitaj=1,m

Sorteie uma varidvel normal padrio z

Yy=H+ cz
X = max (0,min(xmax, x+y-d())
_viD=x

A colegdo v (1), v(2), ..., v{1.000) forma uma amosira aleatéria de mil pontos
da varidvel aleatdria "armazenamento ao final do terceiro ano”. Para uma efetiva
execucio do programa, obteve-se média e desvio padriio amostrais de v respectivamente
igoais a 34,5 ¢ 23,2, 0 que permite afirmar, com grande seguranga, que o verdadeiro
valor esperado de v deve estar contido no intervalo 34,5+ 2 x 23,2/\] 1.000, isto &, entre
33 e 36. E interessante observar que a previsio obtida com o "substituto deterministico™
(40) situa-se fora do intervalo. Isso ocorre pela mesma razo que faz com‘que o valor
esperado de uma funcHo de uma varidvel aleatdria ndo seja, em geral, igual 4 funggo do
valor esperado. kto €, se Y = g(x), em geral ECY) = g(E(X)).

Nessa mesma execugio do programa ocorreram 151 valores de v(i) idénticos a
zero. Isto &, a probabilidade de que o reservatério esteja vazio ao final do terceiro ano é
da ordem de 0,15. .

3.2 Numero de simulagdes

No exemplo 9, a quantidade de simulages escolhida foi 1.000, supondo-se que
a distribuico de probabilidade empirica de V, derivada a partir de mil pontos amostrais,
4 fosse suficientemente préxima da distribnicfio tedrica. O grau de aproximagdo pode ser
medido de duas maneiras.
a) Para um tamanhe de reservatSrio v, arbitrado, a probabilidade o= P(V £ v)
& estimada contando-se quantos elementos dz amosta {v(L), v(2), ... v{®)}
s30 menocres que v. S¢ja a varidvel aleatéria W tal que

W=1eVsyv

W=0eV>v
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E simples mostrar que

»

E(W)} = o.e var(W) = o(1-0) GO
o esi
seja’®y0 estimador de o definido por

K
281z we G2
K k1
Logo,
E@ = cvar@= (lk‘ % 33

A
Quando X ¢ grande, a distribuigo de probabilidade desRtende a ser _normal,
devido ao tegrema do limite central. O Quadro 48 fornece valores para o cocficiente de
variagdo de§ (VvaBE@) para diversos valores de o e K.

sy
Quadre 48. Goeficiente de variacio de P.

a\K 10 100 1.000 10.000 100.000

0,05 - 0,44 0,14 0,04 0,01

0,10 095 030 0,09 0,03 0,01

0,50 032 0,10 0,03 0,01 0,00

0,50 0,11 0,03 0,01 0,00 0,00

0,95 0,07 0,02 0,01 0,00 0,00
Exemplo 11

No exemplo 9, estimou-se que P(V < 100} € aproxim_adamente 0,50. Com base
10 Quadro 48, seria razodvel afirmar que existe uma probabilidade de 95% para que o
desconhecido nimero esteja situado no intervalo 0,50 (1 £ 1,96%0,03). Isto &, entre 047
e 0,53.
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b) Para uma probabilidade & = P(V £ v, arbirada, um intervalo de
canfianga para V, pode ser construido a partir da amostra ordenada v(1), ..., v(X). o1 ,
_ . _ PV Svg<s Ve = 2. (K) of (1 - ok 3.8
Assim como para dois eventos A e B quaisquer, definidos no mesmo espago = i ,
amostal vale a identidade P(A)= P{A m B) + P(A n B); onde B & o evento
complementar de B, tem-se:

PV() < Vo) = PIV() € v, € V() + POV() S vgp) (3.4)

Para valores de K grandes, a equagfo 3.8 pode ser aproximada por:
onde j e u sfo inteiros I £ j <uc¥

(a distribuigio binomial converge para a normal)

Logo,
POVE s vg V() =PV() S vy ) - PV S vy ) 63 et S ”
- PV <ysV )= @ Q]ﬁ ) @ e (l-d) )

. P(V() £ vg) = P (pelo menos j observagdes sejam inferiores a v, em K sorteios)
= P (exatamente j observagles sejam inferiores a vy, em K sorteios)
+ P (exatamente j+1 observagdes sejam inferiores a vy, em K sorteios)

Exemplo 12
* No exemplo 9, o valor de v, para @ = 0,95, foi estimado em 202, /4 que %
| 7 (951) = 202 ¢ K = 1.000. Naguele exemplo viu-se também que v (941) = 190 e v {961)
L ‘ = 210. A probabilidade de que o verdadeiro valor de "él esteja situado no intervalo e
356 + P (exatamente K observagBes sejam inferiores a vy, em K sorteios) {190,210] pode ser calculado através do uso da equagio 3.9.
X (3.6} -
=X (§< yoid - ok P(190 < v, €210)=d ( i Y- 241 -950 y=085
i=j T T T o50%0,05 V950%005 T
Analogamente Portanto, o intervalo de confianga [190,210] est4 associado ao gran de confianca
de 85%.
K K . ) 3.1
P(V@) Svg)=E (1) (1-0ki
=i 3.3 Estudos de sensibllidade
Lo No exemplo 9, anto o modelo de simulagio (Rippl) quanto o modelo
g0

estocastico para as afluéncias ancais (vazles independentes) foram extremamente
simples. Na realidade, 0 exemplo serviu apenas para ilustrar uma maneirz aliernativa de
se resolver um problema gue, a rigor, ja havia sido resolvido no item 4.2, airavés da
Cadeia de Markov. O método de Monte Carlo, no entanto, & particularmente apropriado
para a sciugfo de problemas mais complexos, em que os méwodes do item 4.2 ndio sfio
facilmente aplicdveis. Por exemplo, quando as afluéneias anuais sdo dependentes entre si
ou quando se dimensiona nao apenas um reservaifrio ¢ sim um sisterna de reservatdrios.
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Exemplo 13

Suponha gue as afludncias anuais 20 reservatfrio do exemplo 9 -sejam
dependentes entze si, com coeficients de antocorrelagdo (item 4.4) igual a p. Sejam, por
exemplo, p = 03. A sologfio deste problema pelo método de Monte Caro €
praticamente equivalente, em termos de dificuldade computacional, & solugfo do
problema original, em que as afluéncias eram independentes entre si. Em contraposic3o,
o leitor recordard que no item 4.2 foi feita meng3o de que a sclugfio pelo método da
Cadeia de Markov exigiria a manipulagfo de matrizes de transi¢io muito grandes. O
seguinte algoritmo seria utilizado.

K= 1.000, m=30, p=50, 6=30, d=40, p=0,3
Repitai= LK
vi)=0
x=0
Sorteie uma varidvel normal padréio, z
y=nr+fz

Repita j=1, m

Sorteie oma varidvel normal padrdo, 2
y=i+p () + o* VIp2 ¥
x=min (0, x +y -d).
Se x<v{i}), entfo W(I} = x

v(i) = -v(i}

O leitor notard que, quando p = 0, o algoritmo acima € o do exemplo 9 sfo
equivalentes. A equagio utifizada para definir y (nona linha do algoritne) derivada
no item 4.4. Como no exemplo 9, a colecfio v(1), v(2), ..., v{(1.000) forma uma
amostra aleatéria de mil pontos da varidvel aleat6ria V, tamanho do reservatdrio. Para
uma efetiva corrida do programa, obteve-se média e desvio padrfio amostrais
respectivamente igiais a 150 ¢ 78. A seguir, alguns elementos da amostra ordenada.

N2 ordem v() Negrdem  w(i) . N2ordem v()
1 19 351 110 751 187

51 57 401 - 117 801 204

101 67 451 125 851 - 227
151 78 501 134 901 257
201 86 551 144 941 290
251 96 601 153 951 300
281 100 651 163 961 315
301 104 701 173 1.000 588
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E interessante observé: o efeito causado pela considerag@o da dependéncia da

afluéncia em anos consecutivos, mesmo quando o coeficiente de autocorrelaggo ¢

pequeno (0,3): a probabilidade de sucesso para uin reservatério de tamanho ignat a 100
cai de 0,50 para 0,28, & o tamanho de um reservatdrio associado a uma probabilidade de
sucesso de 0,95 sobe de 202 para 300.

Estudos de sensibilidade, tais como a avaliaco do efeito quando p varia de 0,0
para 0,3, s3o facilmente executéveis pelo método de Monte Carlo. Tydo se passa como
se o computador fosse um laboratdrio experimental.

3.4 Escolha do modelo estocastico

Identificacio do modelo

A disponibilidade de muitas séries sintéticas pode dar a impressac de que ¢
possivel ter confianca absoluta nos resultados encontrados com ¢ seu emprego. E
importante ressaltar, no entanto, que a gerag3o de séries sintéticas nfo cria informagfo
alguma, Existem até casos em que é preferivel utilizar apenas a série histérica (Staschus
© Kelman, 1987).

O processo de seleciio de um modelo ¢ de estimagdio de seus pardmetros €
feito, como se verd nos préximos capitulos, a partir de inferéncia com a série histdrica.
Portanto, a utilizac3o do modelo estocdstico de vazdes deve ser encarada simplesmente
como uma das maneiras de se manipular a informagfio existente. Nenhuma nova
informagho é criada, a nfo ser pela adocio de hipdteses subjaccnies ac medelo
estocdstico. Essas hipteses devem ser exaustivamenie testadas antes que se aceite
qualquer modelo, Infelizmente, nunca se pode ter absoluta certeza guanto 2 identidade do
verdadeiro modelo utilizado pela natureza.

A primeira etapa na escolha do modelo estocastico, a identificagao do modelo, &
muito dependente da experiéncia do hidrdloge. Trata-se de escolher o modelo que seja
mais indicado para um particular rio ou bacia hidrografica. Para facilitar a discussio,
imagirive que apenas os dois modelos empregados nos exemplos 9 e 13 estejam sendo
considerados para ajuste 2 série histdrica de um rio hipotético. Esses modelos serfio
descritos com mais detalhes no item 4.4,

modelo 1:
Y= + 02y
modelo 2: .
Y1 =H+p (Y -R)+ 0 V12 Zin
onde Y, — vazio no ano t
H=E(Y)
© =var (Y;)

p = carr (Y, Y1)

359
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Zy1~ "ruido” normal padrio, Isto €, Zy, 1~ N (0,1), V t e Z; independente de Zj para 1.

A etapa de identificagio neste exemplo consiste em decidir qual das duas
formulacGes & a mais indicada. Conforme anteriormente mencionado, o modelo 1 € um
caso particular do modelo 2, para p = 0.

Como nfio existem razGes fisicas para um valor de p negativo, esta hipdtese
nfio é sequer cogitada. Por ouwro lado, valores positivos para p sfo perlcitamente
aceitiveis, devido ao armazenamento de dgua no subsolo.

As caracteristicas estocdsticas do reservatSrio existente no subsolo podem ser
descritas pelos métodos empregados no item 42, A analogia com reservatdrio
superficial € dul para enfatizar que, mesmo quando as afluéncias ao reservatdrio sejam
independeates em anos consecutivos, os estados de armazenmamento poderfo ser
dependentes, desde que a capacidade do reservatSrio permita regularizacfo plurianual.
Sahe-se que o esccamento basico varia diretamente com o estado do armazenamento
subterrinco. Este € um conceito adotado per um grande ndmero de modelos de
transformagfo de chuva em vazfio, gue pode ser verificado empiricamente pela simples
observagio do grande nimero de nasccntes que secam apds uma prolongada estiagem.

Conseqilentemente ¢ escoamento bésico poderd ser dependente em anos
consecutivos, mesmo que 0§ processos metecreldgicos nfo sejam dotados de suficiente
"memdria” para fazer com gue a precipitac@io anual, e também ¢ total infilrado, sejam
varidveis dependentes. Como o deflivio anual pode ser conceitualmente separado em
escoamento superlicial e bisico, pode-se dizer que a escolha do modelo matemdlico mais
plansivel, entre os dois candidatos acima especificados, depende da caracteristica
geoldgica (capacidade do armazenamento subterriineo) da bacia hidrogrifica estudada.

Idealmente, as informaqdes sobre as caracteristicas do solo, subsolo e clima
deveriam scr consideradas n#o apenas para a identificagiio do modelo estocdstico mais
apropriado, como também para a estimativa dos parmetros. A hidrologia, no entanto,
n3o tem ainda uma metodologia capaz de atingir, na pritica, esse objetivo, apesar de
intimeros esforcos feitos nessa diregiio (por exemplo, Koch, 1985). Com base apenas na
série Histdrica de vazdes anuais, a discriminagfo entre os dois modelos pode ser feita
através do scguinte teste de hipdtese.

hipétese nula: p=0
hipbtese aliemativa: = 5 5

Se a hipdtese nula puder ser rejeitada, o medelo 1 deve ser também rejeitado,
possivelmente em favor do modelo 2. O coeficiente de correlagfio amosiral b é a cstatisti-
ca indicada para a realizacfio do teste item 4.4).

Pode-se mostrar que § tem distribvicio aproximadamente normal, com valor
esperado igual a zero (caso a hipdtese nula estcja correta) e desvio padrdo igual a (n)12,
Conseqiicntemente, a hipdiese nula deverd ser rejeitadd com um pivel de confianga igual
a o (upicamente 0,95), & com ela também o modelo 1, caso pRoil2, onde zo é o
quantit de uma varidvel normal padrzo.

Cormo se sabe, a nfio rejeicio da hipétese nula nio equivale a sna aceitagfo. Ou
scja, &€ desconhecida a probabiiidade de engano (erro tipo IT), caso o medelo 1 seja aceito
com base na niio rejeicfio da hipdtese nula. Por outro lado, caso a hipStese nula scja
rejeitada, a probabilidade de se comcter um engano {erro tipo I) € de apenas 1-o. Isse
quer dizer que o teste s6 {ormnece um resuliado afimativo caso resulle na rejeicio do
modelo 1. Caso contririo, ambos 0s modelos permanceem na competiciio.

Um critério possivel para discriminar entre dois ou mais modelos competidores
¢ verificar qual a verossimilhanga atribuida por cada um deles 2 série histérica: deve-se
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escolher 0 modelo para ¢ qual a série histrica seja uma tipica realizacio do processo
estocistico. Convém lembrar que 0 método da méxima verosimilharica.para estimativa
de parimetros baseia-se num principio andlogo. Esse procedimento nfio pode ser
empregado quando os modelos competidores tiverem nimero diferente de parimetros,
porgque ¢ modelo com mais parimetros tenderd a se ajustar melhor acs dados, e,
conseqiientemente, produzir uma maior verossimilthanga, sem que necessariamente seja
melhor, Na realidade devem-se utilizar modelos com o menor mimero possivel de
parametros, para se evitar que flutuacSes amostrais da série histérica sejam consideradas
g;%%ledades de populago. Esse é o chamado "principio da parcimdnia® (Box ¢ Jenkins,

O critério de Akaike € uma medida que procura balancear a meta de parciménia
de pardmetros com o objetivo de se obter um bom ajuste, com base na funglio de
verossimilhanga:

A= -2 1n (mixima verossimilhanca) +2 (mimero de parimetros).

Segundo o critério, deve ser selecionado o modelo com o menor valor de A,
Recomendase a prud€ncid de que este critério nio seja utilizado isoladamente. Afinal, é
possivel que dois modelos com valores de A muito préximos resultem em decises de
engenharia bastante distintas. Ao selecionar um modelo, o hidrélogo deve ter em menie
as incertezas na estimativa dos parfimetros ¢, principalmente, os resultados dos testes de
validagdo, assunto tratado mais adiante. Caso nfo haja uma clara definigio em favor de
um dos modelos competidores, a decisfo final deverd seguir a tradi¢fo da engenharia de
adotar a solugio que fique em favor da seguranca.

Box e Jenkins (1976) apresentaram diversos procedimentos mais elaborados
para a identificagéio de modelos aplicdveis a séries temporais pertencentes 4 familia Arma
(item 4.4). Hipele Mcleod (1936) ampliaram a metodologia para aplicagio especifica
a séries hidrolégicas. Recomenda-se a0 leitor que consulte estas referéncias, uma vez que
© assunto ndo serd tratado em profimdidade aqui.

Estimativa dos Parametros

Mesmo que o verdadeiro modelo fosse conhecido, restaria ainda estimar os
parimetros a partir da dnica informagfio disponivel: a série histSrica.

Na prética, grandezas amostrais, calculadas fregiientemente 2 partir de registros
curtos, s3o utilizadas em lugar dos valores de populagfo. A geracio de wma série
sintética suficientemente longa faz com que as grandezas amostrais da série sintética
convirjam para as grandezas amostrais da série histdrica ¢ nZo para as grandezas
populacionais, como seria desejavel. Isto &, 0s emros amostrais da série histdrica sfo
perpetuados na série sintética. Esse defeito do método de Monte Carlo € chamado de
tendenciosidade operacional.

Uma maneira de levar em consideraco a incerteza quanto ao valor numérico dos
parimetros consiste em reconhecer gue os estimadores dos pardmetros s3o também
varidveis aleatdrias. A geracfio de k séries sintéticas se processa segundo o algeritmo;

Repitai=1a

Sorteie um vetor de parimetros séja 6;) da distribuicfio
de probabilidades do estimador nzo tendencioso &, seja £ ()

Repita j=1b
Someie uma série sintética de vazdes, dado o parfmetro 6;

361
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ondek=2xb

Exemplo 14

Suponha as afiuéncias anuais do exemple 9, ¥ ~ N (E(Y} = 50, var (¥) = 302).
Seja um medelo hipotético cujo tnico pardmetro £ © = E(Y). Desconhecendo-se B(Y); 8
seria estimado por@=¥d/02, ¥i. E facil mostrar que B ~ N(E(D) = 50, var (6) = 30%n),
onde n € o nimero de anos do regisiro histérico. Portanto, (6 - 50 Vn/30 tem
distribuicio nomnal padrio. Na pratica, nfio se conhecem E(Y) (caso contrrio, n%o
haveria incerteza quanto ao parfmetre §) nem var (¥). Nesta circunstineia, (8-5 ) Vo Vs,
onde s € o desvio padrio amostral, tem distribuigio t-stzdent. Obtém-se um €; sorteando-
se uma varidvel t; e resolvendo-se a equaglio §; =7 + t; s/ V. :

Raramente a _caracteﬁzag;o de Fp () € Ho mivial quanto no exemplo acima.
Quase sempre procedimentos mais sofisticados seriam necessdrios. Uma. maneira de

eviter essa complicacdo consiste em sorear 65 com a ajuda do modelo estocistico, de
acordo com o algoritmo:

Ajuste o modelo estocdstico A série histérica, obtendo By,

Repitai= 12
Gere uma série sintética de comprimento igual 2o da sére
histdrica, dado 8y,. Essa serd uma série "filha"
Ajuste o modelo & série fitha. Obtenha 8;
Repilaj=1b
Gere uma série sintética de comprimento nio
Lnecessariameme igual ao da série histdrica, Essa serd
uma série "neta”

Com essa abordagem, a incerteza quanto acs parfimetros de populagdo €
iraduzida pela variaco nos pardmetros das séries fithas, uma vez que cada série filha tem
¢ mesmo comprimento da série histdrica.

As equacBes de estimativa dos parmetros serdo discutidas nos itens 4.4, 4.5 ¢
4.6, para cada modelo especifico. O méwdo dos momentos serd  utilizado
preponderantemente, por ser, em geral, mais simples. Entretanto, sempre que
conveniente, referéncias serdoe feitas ac métedo da méxima verossimilhanga.

Convém que o leitor tenha em menie gue a incerteza quanto 4 escolha do
modelo € a estimativa dos pardmetros € mais regra do que exceglo em hidrologia. Por
exemplo, no item 4.2 a solug@o de diversos problemas pelo método da Cadeia de
Markov passou pela definic%io do processo estocdstico afluéncia annal, que, na prética,
também deve ser inferido a partir da série histérica.

Verificagio do modelo

E necessdrio confirmar que as hipdteses subjacentes ao modelo estocdstico
passivel de adogfio sejam satisfeitas, antes que efetivamente se utilize o modelo. Por
¢xemplo, ssponha que o modelo 2 seja o candidato, Existern duas hipdteses associadas 2
el ) )

By
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N
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1

#
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a} Z, tern disribuiclo normal padrie, Para testar esia hipGiese, € precisc, antes
de mais nada, obter um conjunto de p-1 observagfes {zp, Zgenns Z,), alravés
da solugfc da equacio do modele pars 7

Ziv = [yt - = p (ol p2)

O teste de hipdtese propriamente dito pode ser felto de diversas maneiras,
como, per exemple, através do teste de qui-quadrado ou’de Kelmogorov-
Smimov, embora este ndc sgja rigorosamente apropriado, visic gue &
distribuigio "tedrica” €, na realidade, ajustada aos dados, (a média e a
varifincia amosirais de Z sfo, por construgfo, identicaments iguaisa O e 1).
b) Z; independente de Zj, para i # j. Para testar esta hiptese, € necessdrio que
se calcolem os coeficientes de correlagio amostrais corr (Z,, Z,.y). O grafico
de corr (Z, Z.y) contra k & chamado de corrclograma (item 4.4). Se a
hipStese de independéncia estiver correta, © correlograma fenderd-a ser uma
linha horizontal, perio de zero.
O teste de hipétese propriamente dito pode ser feito de diversas maneiras,
como, por exemplc, através do teste de Portmantean {item 4.4).

3

Se qualguer das hipdteses subjacentes ao modelo puder ser rejeitada, © modelo
deverd também ser rejeitado. ‘

Validagio do modeio

A conflanga que se possa ter num modelo estocdstico de vazdes depende da
capacidade que ele tenha de preservar, nas séries sintéticas, algumas propriedades
observadas na série histdrica. Umna propriedade pode ser constituida por um dnico valor,
como, por exemplo, a vazio média observada em n ancs. Ou pede ser um conjunto de
valores, como, por exemplo, a distribuicBe empirica de probabilidades da méxima vazdo
obsérvada em cada ano. Diz-se que um modelo preserva uma determinada propriedade
quando nfo se pode distinguir sstatisticamente a série histdrica da simtética, com base
nas observagdes desta propriedade nas duas séries.

. Quando alguma propriedade & utilizada para 2 determinagio de um parimenc do
modelo, esta propriedade € aufomaticamente preservada, por construg@o. Nesse caso,
comparar a observagao da propriedade da série sintética com seu correspondsante da série
histérica serve apenas para verificar a adequacio do programa de computador utilizado, e
o para validar o modelo (Kelnan e Pereira, 1977, Stedinger e Taylor, 1982).

A selegfo do conjunto de propriedade em que s¢ vai centrar atengde depende da
aplicag3o que se pretenda dar s séries sintéticas. Por exemplo, quando o planejamento da
expansdo do sistema hidrelétrico € feito com auxilic de séries sintéficas mensais, 2
atenciio deve estar voltada primordialmente para a preservagZo dos volumes afluentes
durants as secas (Kelman ¢ Pereira, 1877). Quando o cilenlo do voiume de
amortecimenio de cheias é feito com © anxilio de séries sintéticas didrias, a atengZo deve
estar voltada para a preservacdio dos pices & volumes das cheias excepcionais.

Suponha que, a partir da série histdrica e da série sintética produzida por aigum
modelo estocdstico, seia possivel extrair amostras aleatdrias de alguma varidvel cujas
propriedades haja interesse em preservar, respectivamente {Xp{l) X2, .. X e

Cxg{1). %@, .. xik). Como 2 side sintética ¢ em geral, mais longa do que a

historica, & de se supor que X > . Por exemplo, se X for 2 maxima vazdo didria naum
periodo de nm aro, & admitindo-se gue o modelo de vazdes didrias sob escrutinio njo use
esta varidvel como pardmetro, j ¢ k serfio, respectivamente, 0 niimero de anos na série
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histérica e sintética. Verifica-se a validagio do modelo testando-se a hipdtess de que
ambas as amostras ienham sido sorieadas de uma mesma populagfo, Se a hipdtese nula
for reieitada, ¢ modelo devera também ser rejeitado. Como, em principio, ndo se sabe
qual a forma da distribuigio de probabilidades de X, os métodos nfo paramétricos sdo
particularmente incdicados (Bradley, 1968). Por exemplo, o teste de Smirnov pede pelo
cdlculo da maior diferenca entre as distribuigdes empiricas provenientes das duas
AMmostyas:

d=max Im ()/j-ng () / kI
X

onde By (X) eng{x) s3c respectivamente iguais ao mimero de elementos na amostra
histérica e sintética menores ou 1guais a x, O modelo devera ser rejeitado com um nivel
de confianga de 95%, case d > 1,358 v (j+%) / (j k).

Suponha que, a partir da séne histdrica, seja possivel extrair-se apenas uma
observagio da varidvel cujas propriedades haja interesse em preservar, x;,. Por exemplo,
X pode ser 0 tamanho do reservatdrio capaz de garantir um determinado defhivio anual
durante n anos (dura¢ic da série histérca). O modele estocdstico candidato pode ser
utilizade para prodozir r séries sintéticas, cada uma delas também de comprimento n,
resultando na amostra{X=(1),3=(2),...x= (0} (Figura 115). Uma proporgo maito grande
cu muito pequena de elementos do conjunto que sejam menores do que %, indica que a
série histdrica € atipica para o modelo considerado, o que sugere a rejeicio do modelo.
Mais formalmente, o que se esta estimando ¢ a probabilidade B = P(X = < x}

(Figura 115).

O leitor notard um paradoxo mneste procedimento: um dos objetivos da
hidrologia estocastica & o de estimar a probabilidade B, No entanto, guando a estimativa
for menor do que 0,05, ou maior do que 0,95, que sio valores legitimos, o teste de
validaciio indicard a rejeigio do modelo. A analogia com o conceito de erro tipe I em
testes de hipdteses € evidente: em 10% das vezes em que o modelo for adequado, o teste
de validago recomendard a rejeicio. E exatamente nestes 10% de casos que o uso do
modelo estocdstico tem mais chances de cansar importantes conseqgiiéncias no processo
decisério. Por isso, € conveniente que se avalie um modelo estocdstico em relacfio a
diversas varidveis aleatrias ¢ nZo apenas especificamente em relag@o & varidvel que
fornece resposta a um problema de engenharia. E com base no conjunto dos resultados
dos testes de validagic que se deve tomar uma decisfio quanto A rejeicio ou niao do
modelo estocdstico.

Uma vardante do procedimento de validagio foi sugerida por Thempstone et al
(1587, que recomendaram a adogio de amostras decompostas. Nessa abordager, ajusta-
se o modelo estocdstico apenas aos primeiros ny anes da sére histdrica, reservando-se 0s
Oy ano$ remanescentes (ny+ny = n) para o cdiculo de x,. O teste € feito com r séries
sintéticas de comprimento igunal a np ancs. Essa varante resulta em rtesuliados mais
confidveis do que os obtidos ajustando-se ¢ modelo estocdstico & totalidade da série
histdrica.
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4. MODELAGEM DE VAZOES ANUAIS
4.1 Estacionariedade !

Os estudos do sistemna de tecrrsos hidricos ndc utilizam, em géral, intervalos de
discretizagio anual. No entanto, € indispensdvel que se aborde a questiio da modelagem de
vazbes anuais, tanto por fornecer uma base tedrica sobre a qual s2 itd constrair as demais
modelagens, como porque uma das altemativas de se produzir séries sintéticas mensais
necessita que jd estejam dispondveis as séries sintéticas anuais.

A Figura 116 mostra a hidrégrafa do rio Parafba do Sul em Barra do Piraf com
intervalo de discretizac¢do anual. Como se v&, as vazdes anuais (na realidade, vazao média
ao loago de um ano) flutwam entre 177 e 515m3js. Diversos pesquisadores im
procurado descobrir, nessas fletzacdes, reguiaridades que teriam origem nas relagdes entre
as varidveis climético-hidroldgicas e as atividades do Sol. A ocorréncia das manchas
solares em intervales regulares permitiria prever, segundo esses pesquisadores, ciclos de
anos secos e anos dmides. Qutras tentativas de se descobrirem periodicidades nas vazées
anuais estiveram em voga na primeira metade do século, quando pesquisadores
procuravam ajustar as séries hidroldgicas observadas com ¢ emprego das Séries de
Fourler. Esta técnica consiste em se ajustar uma série temporal por uma soma de
fungGes periddicas (senos e co-senos) de amgplitude e freqiiéncia distintas, Para uma
particular série hidrolégica, algumas dessas fungGes periédicas serdo mais relevantes do
que outras paia a obtenciico de um bom ajuste. As cosrespondentes fregii®ncias sfo
chamadas de pericdicidades escondidas, uma vez que nio foram identificadas causas
fisicas que as expliquem. A técnica de se fazerem previses a partir da extrapolagdo
desses sinais periddicos foi bastante utilizada. Porém, em apenas alguns casos essas
previsdes tém significado estatistico. Em geral, o métedo carece de consisténcia tedrica
(Yevievich, 1979).

QOcorreram no passado notdveis variacBes climdticas, conforme o atestam as
diversas eras glaciais. Existem fatores astrondmicos causadores de alteracles na
distribuigdo de energia solar sobre a superficie da Terra, com periodicidades conhecidas.
Sé que essas variagles se processam ouma encrme escala de tempo, absolutamente
rrrelevante para 0s estudos de pianejamento gue se possa fazer para os prdximos 50 anos,
baseados em dadoes coletados nos dlimos 50 anos (Yevjevich, 1979). Neste capitule, a
partit de agora, a série de vazdes anuais serd considerada estaciondria (as leis
probabilisticas que govemam o processo nfo se alteram com O tempo), Tessalvada a
intervengfio humana scbre a Natureza,

Uma série annal pode ser ndo estaciondria devido & alteragfo no uso da tema, a
modificagdes na segio transversal ou mudangas de régua. A melhor maneira de se
determinar se uma série € ou ndo estaciondria € saber da eventual existéncia de algum
desses fatores. Caso isso ndo seja possivel, é preciso examinar a série histérica em
busca de algum indicio. A observacio da Figura 116 ndo revela irregularidade alguma
para a série de vazdes anuais em Barra do Pirai, Essa avaliago subjetiva €, em geral,
suficiente, Uma confirmag3o aproximada pode, no entanto, ser obtida da seguinte
maneira: divide-se a série anual em duas subsérizs (Quadro 45). Para cada subséde,
computam-se ¢ valor de média e o desvic padeo amostral, 1 e Gy, j = 1, 2. Em seguida,
aplica-se 0 teste t de Student para verificar a hipdtese de iguildade entre as duas médias
{ver, por exemplo, Gomide, 1976).

Exemplo 15

Para o caso do rio Parajba do Sul, pode-se calcular a estatistica t como:
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onde m & o tamanho de cada subamostra (no caso m = 25). Como o valer crilico, paza 0
nivel de significincia de 95% (48 graus de liberdade), & de 2,00, ndo se pode rejeitar a
hipélese da igualdade das duas médias. Um teste anélogo poderia ser feito pata a3 duas
variancias, 62, e 0%y, empregando-se a estatistica F. Rigorosamente, tanto o teste t
quanto o teste F s80 apliciveis apenas quando as variavels sob escrutinio, no caso
vazdes médias anuais, sio normalmente distribuidas. No entanto, os testes, em geral,
sio passiveis de aplicagdo, mesmo quande a consigdo de normalidade nao for atendida.
Alternativamente, podem-se aplicar testes nio paramétricos (Bradiey, 1968), para 08
quais exigéneia alguma € feita com relagao a distribuicio de prebabilidades.

Distribuicio Marginal de Probabilidades

As vazdes do rio Paratba do Sul podem ser ordenadas de forma a produzir a
distsbuicio acurmnulada empirica, mostrada na Figura 116, Para a i-&sima vazao g (em
ordemn crescente), associa-se a ordenada dada pela posicio de locagdo. No exemplo,
adotou-se a posico i/o+1, mas outras opgbes poderia ser selecicradas. Um primeirc
gerador de séries sinidticas de vazdes anuais poderia ser concebido, partindo-se do
seguinte tecorema: se Q é uma variével aleatGria qualquer e Folg) sua distribuicge de
probabilidades acumulada, Foy {q) = Prob (Q < @), eatdo U= FQ(Q) temn distribuico de
probabilidades uniformee (convém lembrar que sc adota a convengio de utilizar letras
maidiscias para denominar varidveis fleaidrias e mindsculas para denominar as
observactes das varidveis aleat6rias). Nimeros aleatSrios com distribui¢Zo uniforme
seriam sorteados, Uy, Uy, Us, ... Para cada valor uy se associa uma vazio anual g,
conforme Figura 117, formando-se assim a série 91, 42, 43, - qUe poderda ser A0 longa
quanio se queira, Alguma hipdtese serd mecessdtia para exmapolar a distibnigo
acurnulada empirica, uma vez que sempre € possivel sortear-se um valor para 1J maior do
que n/n+l. Aliemativamente, pode-se ajustar uma eXpressdo analitica & distribui¢do
acumulada empirica, garantindo-se umna extrapolagfio antomdrica. Isso equivale a se
adotar wma particular distribuicgc de probabilidades para vazdo anual, Diversas
distribuictes t8m sido sugeridas na literatura, sem que nenhuma possa Set indicada para
aplicagao generalizada. Markovic (1565) fez vm estudo com 446 séries e vazGes anuais,
comparando as diversas distribuicSes com base na qualidade de ajuste, avaliada pelo qui-
quadrado. Sua conclusio foi de que "1odas as distribuices 530 aplicdveis e nenhuma tera
ajuste meihor do que Oulra em relagdo & distribuigio empirica de precipitagdo anuai ou
vazio anual”. O Quadro 50 apresenta as principais propriedades das distribuictes mais
utilizadas.

A distribuigao normal € freqlientemente adotada por ser bastante conhecida e
porque a vazio anual resulta do somatério dé nm grande ndmero de varigveis aleatdrias
(365 vazies difrias). O worema do limite central garante que, sob condigSes bastante
cerais, a soma de um grande niimero de varidveis aleatdrias independentes € igualmente
dispostas, tem distribuigao normal, nfo importa qual sej@ a distribuigic ds
probabilidades de cada parcela. Narealidade. a aplicabilidade do teorema do limite central
para © Casc em pauta & bastantc questiondvel, visto que as parcelas nfo SO
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independentes entre si, nem s¥o igualmente distribuidas. A distribuigio normal apresenta
o inconveniente de ser definida para®valores negativos de g; ou seja, existe uma

probabilidade de que seja gerada uma vazic anual negativa, Ne case do ric Parafba-do-

Sul, essa probabitidade € menor do que 0,0G0003; 'ou seja, pede-se esperar apenas um
valor negative em 200 mil anos. Os parimetros | e F, que aparecem no Quadro 50 s3o
estimados respectivamente pela média e desvio padrio amestrais [I e 8, cujas expressOes
aparecem ne Quadro 49. O sorteio de mimeros aleatdiios nomalmenie distribufdos &
tarefa simples e usualmente procedimentos para esse fim estfio disponiveis em qualquer
sistema computacional.

A séde sintédea ¢*y, g%, Q*3.. G*py, assim obtida, sesd 1l que
imfi*= [l Em8*= &.Isto &, a média e o desvio padric amostrais da série sintética tenderfio
308 correspondentes valores da série histdrica, 2 medida que o tamanho da.série sintéfica
cresga. Diz-se que esse modelo preserva esses dois momentos. Conforme mencionado no
itemn 4.3, isso ndo sigaifica que ¢ modelo ird reproduzir a média e o desvio padrio
populacionais, 1 e . Na realidade, esses valores serdo sempre desconhecidos.

A distribuico log-normal de dois parfimetros € definida unicamente para valores
positivos de q. Portanto, & impossivel gerar uma vazio anual negativa. Se Q tem
distribuigio log-normal de dois pardmetros, entio log Q@ tem distribui¢do normal; ou
seja, a distribuicdo log-normal de dois parimetros ¢ indicada para a hipdtese de que a
vazio anual seja o resuitade de um grande mimero de fatores que interagem de forma
multiplicativa, Uma possivel maneira de se estimarem os parimetros dessa distribuigio
seria repetir o procedimento adetado no caso da distribuigio normal para a série 1, 4,

370l @ 1, 93, .. .Dessa forma, os parimetros sfo estimados como

1 n
= 1 4.1
i - él n & @.n
1 i3
&m/— T (g G- Mo? @.2)
Bog=1

Nimeros aleatérios normalmente distribuidos seriam, neste caso, gerados com
média e desvio padrio respectivamente iguais a fiy e 5, 1, ¢*1, Iy %2 que, quando
exponenciados, resultariam na série sintética ¥y, q*3, q*3, ... .LOCOre que, No ¢aso em
pauia, il *»0 ¢ lx;!mg =8 ou seja, a preservagio dos dois primei‘rc‘)s
momentos na série dos logantmos nfo garante a preservagio desses mOmeEntos na serie
original, As relagfes entre esses dois conjuntos de pardmetros s3o expressas pelas
equagdes que aparecem no Quadro 50, que, quando éxplicitadas para Py € O, resaltam
nag seguintes equacoes:

o2, = In(y) 4.3

=1 In(e¥y - W) @4
2

y=1+ (o2

@5) :

B
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Usualmente, o objetive é preservar os momenics da série histdrica e nfo os dos
logaritmos. Neste caso, € necessidro resolver o sistema de equagles (4.3-4.5),
substifuindo-se 03 valores de p & o, respectivamente, por i ¢ . E comum, no entanto,
goe ambas as abordagens de estimativa de Uy, € oy resuliem em valores nhiméricos muito
préximoes. Alény; dissor-Stedinger (1981) demonsiron que em alguns casos, € preferivel
preservar os momentos da série de logaritmos para aproximar ©08°momentos de
popudacic (desconhecidos) das vazfes.

Exemplo 16

No caso do ric Paratba do Sul, em Barra do Pirad, 0 emprego das equages (4.3 -
4.5) resulta em Uy = 5.6952 ¢ o = 0.2271, ac passoe que 4 estimativa a partir da série
os logaritmos, em i, = 3.6952 ¢ o =0.2235.

A Figura 118 fol apresentada por Klemes (1978), com base em dados coletados
por Yevievich {1963). Ela mostra a relacfo entre os coeficientes de assimetria (y) e de
variagio (oflt) para 140 rios espalhados pele mundo. Como se pode notar, a maior parte
dos pontos fica localizada "entre o eixo vertical (assimetfria nula; possivelmente
distribuigio normal) e a reta v = (/)3 + 3(o/u), que ¢ a refagdo pertinente A distribuicio
log-normal de dois parfmetros. Uma possivel explicagio para esse fato foi dada
criginalmente por Chow (1954) ¢ repetida por Klemes (1978). Para esses autores, 038

fendmenos hidrolégicos podem ser interpretados como sendo o resultado de nm conjunto ey

ndo enumerdvel de causas fisicas que interagem tanto de forma multiplicativa como
aditiva. Uma vez que os efeitos multiplicativos estdo associades a distribuicio log-
normal de dois pardimétros (EN2) e os eféitos adifivos estdo asscciados a distribuigso
normal (N}, pode-se esperar que 2 verdadeira distribuicfio esteja situada entre os dois tipos
Hmites (N e LN2). A distribuigiio log-normal de trés parimetros (LN3) (Quadro 50) pode
satisfazer essa propriedade: quando o parimetro "2” (deslocamento] tende para N3
tende para N; quando'a = 0, a distribwigde LN3 equivale a LNZ.
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Figura 118. Relaggo entre o coeficiente de variagio e o coefiente de assimetria
para séries de vazes anuais de 140 rios de todo o mundo
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A distribuicio ILN3 € defmida para valores de q > a. Se a < 0, existe a
probabilidade de que se obtenha alguma vazfo anual negativa. A estimativa dos
parfmetres pode ser feita tanto com base em valores amostrais.da média, mediana
desvic padriio, como em média, desvio padriio e assimetria. Burges, Lettenmaier ¢ Bates
(1975) demonstraram a supericridade da segunda alternativa. Portante, se o propdsito é
preservar o8 mementos da série histdrica, e nfio os de séries de logaritmos, os trés
parimetsos, iy, ©p € 3, devem ser-estimados resolvendo-se as equagbes abaixo, onde 1,
¢ ey devem ser substituides peles respectivos valores amostrais, {t, & e

12 13 12 13
s=ra+ 2 e T 1 St Bl By
2 4 2 4
4.6
onde

¥>0
o2 ) @
1, = & (o243 - &) @8
- 2 )
a=p— [c¥E -1 4.9)

Uma série sintética com distribuicBo LIN3 € gérada obiendo-se, primeiro, uma
$érie com distribuicio normal e, com média e desvio padriio respectivamente iguais a
e op. A série normal &, entfio, exponenciada ¢ somada ac parimetro 4.

Na Unido Soviética utiliza-se a distribuigio gama de trds parfimetros (G3) que
pode ser justificada com base num estudo chuva-deflivio (Klemes, 1978). Os pardmetros
sdo estimados resolvendo-se as seguintes equagfes, onde i, ¢ e ¥ devem ser substituidos
pelos respectivos valores amostrais, i, 6 e 4.

B=4fp {4.10)
A= 2/y0) @11
3= }1_2 q/‘y (4.12)

A geragio de uma sérde sintética com distribuicio préxima da G3 pode ser
conseguida a partir da transformagdo de Wilson-Hilferty valida quando {yi<3:
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Q=H+G(E (4.13}
t

onde W &€ uma varidvel aleatéria normal padiZo,

A Figura 119 mosta as quatro distribuiges acumuladas de probabilidades,
quando ajustadas para as vazdes do rio Parafba do Sul. Como se v&, todas elas parecem
aderir convenientemente A distribui¢fo acumulada empirica. Nenhuma distribuicsio deve
ser considerada para modelagem se, nessa fase, niio for aprovada em um teste de
adequacio de ajuste.

4.3 Persisténcia

A Figura 120 mostra o grafico dos pares de pontos (dy, gg41) do rio Paratba do
Sul, onde ¢; € a vazdo anual do ano t. Pode-se perceber que, s€ 0 ano t foi seco (g;
pequena), o ano i1 tenderd também a ser seco. E vice-versa. A esse fendmeno di-se o
nome de persisténeia on  de dependéncia ternporal. O modelo visto no item anterior ndo
poderia ser adequado porgue adota a hipdtese de aleatoriedade para a série anual do o
Faraiba do Sul. Isto ¢, adota a hipétese de que a distribuigdo de probabilidade de Q.
independente dos valores observados no passado (qp, 4p1, Q2. ...). Na realidade, a
Figura mostra que talvez essa hipdiese seja falsa, uma vez que Qg 1 parece depender
pelo menos de g Com base nessa comstatagfo, pode-se sugerir o seguninte processo
estocdstico para modelar as séries anuais:

Qui=p+pQ-W+oVi-p? © (4.14)

Ly

onde
E€pp=0varZ p=1

Q; & Zpy1 sdo independentes ¢

Z; e Z; sfo independentes, t # 1

aplicagfio do operador E(.), valor esperado, em ambos cs lados da equagdo (4.14)
Tesulta em

EQuD=k+pEBQ)-w+oV1-pg2 EZyp=p E(Qg + (1)
- 4.15
como o processo € estaciondrio, E (Qurq) = E(Qy) e, portanio,

E{Qu=n
Analogamente, a aplicag3o do operador vart)), varancia, resulta em

(4.16)

373
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Figura 119. Ajuste das distibuigBes acumuladas tedricas para vazdes anuais do Rio ;

Paraiba do Sul em Barra do Piani
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Bama do Piaai
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@17

onde cov (Q, Zy, 1) significa covarifincia entre Q; e Z4,1, que € nula porque essas deas
varidveis aleat(rias s3o independentes. Portanto, langando-se mc de var {Qgyq) = var
(Qp), tem-s2 que

var Q) = 6° @.18)

Por um processo semethante, seria possivel derivar a relagfio entre a assimetria
de Q e a assimetria de Z, respectivamente v e Yz

=y -Q ,psﬂ)a 4.19)

{1- pzj

A regressio de Qp 1 em g, isto &, a expressio do valor esperado da vazio no
ano t+1, conhecida a vazio no ano t, € dada por
—_—
EQue11Q¢= a9 = EQpy 1ap = K + plqri) + oY 1-p? EZy 1) = wp (qr )

(4.20)
A varifincia condicionada, &5 vezes também chamada de variancia nfio explicada
pela regressao ou varianeia residual, & dada por:

jS20) t%éh\
T =02 (1- 2

Multiplicando ambos os lados da equagdo por Q; e aplicando-se o operador E(.),

var (Quy 16 = &2 (1— p) @21)

resulta

E(Qu1 Q) =1L EQ) + pEQP -1 EQp)+ o VI-p? E@Zyg Q) (422)

Utilizando-se var(Q)) = E(QY) - EXQp, as relagles (4.16) ¢ (4.18) ¢ a
independ@neia entre Q e Z;, 1, resulta

EQie1 QY =12 +p(e? i - + OV 1 -7 pE(Lyy) =12 +pa? (4.23)

Logo, a correlacdo enra Q+1 € Q;, também chamada de autocorrelagio, ¢ dada
por

EQu1 @) - E(Q) E(Qup) p2 + po? - 2 )

_ @.24)
~Nvar (Q) var (Q,p) o2

corr Q41 Q) =

Modelos Estocdstices no Gerenciamento dos Recursos Hidricos Daman

O medelo expresso pela equagiic (4.14) implica que a vazic, nom ano gualguer
Qt+1, € uma varidvel aleatdria cuja distribuigio de probabilidade marginal tem média i e
desvio padrio & (ambos valores de populagio). Entretanto, quando a vazdo, RO ano
imediatamente anterior §;, € conhecida, entic Q.; continia sendo uma varidvel
aleatdria, s6 que com mécia situada na reta que aparece na Figura 117 ¢ desvio padrio
{medida de dispersdo) menor, dado por s v I — p® (o coeficiente de autocorrelagiio situa-
se entre ~1 e +1}. Isto &, a distibuiclio de probabilidades condicionada tem média p+o
g%t ~ m) & desvio padrio GV 1 - p2- Convém observar que, ser =0, na0 ha persisténcia
Zlma & O Processo estocastico €, na realidade, independente, assunto ja exarminado. Por
outro lado, se p'= 1 a variincia residual é nula, o que significa que todos os pontos na
Figyra 119 cairiam rigorosamente sobre a reta de regresséio. Ou seja, a sére anual qy, go,
{3, -.- seria formada por valores iguais.

Os parmetros do modelo ut, 6 e p podem ser estimados a partir da média,

desvio padifio e autocorrelages amostrais, [L G € p, cujas expressdes se encontram no
Quadro 49. A geracio de uma série sintética se faz da seguinte maneira {exemplo 12):

4} escolha um valor para gg efacat=0
bt=1t+]
¢} sorteie um nimero aleatério Zy, 1 de média zero ¢ desvio padido unitério

@y =H+ P G-+ 6VTp? 245
€) vd para (b)

Se a distribuicio de probabilidade de Zy, 1 for normal padrio, entdo, tanto a
distribuicio marginal de Qu.1 como a distribuigio condicionada de Qy y — conhecido G
serdo também normais. Dessa forma, ¢ possivel ampliar um dos modelos descritos no
item anterior — guando s¢ assumia que a série histérica anual é uma realizagdo de um
processe aleatdrio, com distribuicio marginal normal — para o modelo descrito acima,
It que s¢ conserva a mesma hipétese quanto & distribuigio marginal, mas se inclui o
efeito da persisténcia.

Quanto ao valor inicial qg, h& duas possibilidades:

() caso se pretenda produzir diversas séries sintéticas para fazer simulacGes
com relagdo ao futuro imediato, qg deve ser igual & dltima observagdo da
série histérica;

(ify caso o estudo seja scbre o fubiro longingiio, q q\cverzi ser sorteado de uma
distribui¢do normal de média il e desvio padriic G, para cada série sintética.

Caso se pretenda adotar um modelo f;ue considere a  persisténcia e

simultaneamente produza vazdes com disiribuicdo marginal de probabilidade N3,
modifica-se a equaggo (4.14) da seguinte forma:

log (Quyp - @) =up + pp Qog (Q-a) - + o VI —ppZ 24y (4.25)

ounde  Zyq -~ varidvel aleatéria com distribuigio normal padrdo.

377
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A estimativa de pp pode ser feita calculando-se o coeficiente de antocorrelagdo
amostral, segundo exprcss%no contida no Quadro 49, para a série {log (q1 — 8, log (@3 -
&)...., log (Q — 8}, sendo & determinado pela resolugdo do sistema de equagBes 4.0 a
4.9. Neste caso, analogamente ao que foi visto no item anterior, Im ___ p*=p. Isto
&, as séries sintéticas ndo preservario o coeficiente de antocorrelagfio amostral da série
Alternativamente pode-se obter esta propriedade estimando-se py, por

o m Caasp@-1) s
S .

- omnde § e p devem ser substituidos pelos respectivos valores amostrais o &=¢ o2p).
gzso s¢ pretenda adotar um modelo que considere a persis%:fcxau)e

simultaneamente produzir vazdes com distribuigio marginal de probabilidades que seja
aproximadamente G3, utiliza-s¢ a transformagdo de Wilson Hilferty — equaglio {4.13) -
para gerar Zy. 1, a ser utilizado na equag3o (4.14):

z=(= (I_E.,.L:’_ CREING @2n

Yz 36 Tz

onde W é uma varidvel aleatdria normal padrdo & ¥ 7 € dado pela equacio (4.19). Um
método mais preciso, porém mais trabalhioso, € apreséntado por Obeysekera e Yevjevich

(1986).
4.4 Transformac¢do para notmal

A preservagio do coeficiente de antocomelagio amostral da série histdrica nfio &
necessariamente a2 melhor maneira de se conseguir uma série sintética com coeficiente de
autocorrelagio o mais préximo possivel do valor de populacfio. Em al €asos, a
tendenciosidade operacional é-menor _quando se preserva o coefici
transformadas (Stedinger, 1981). Uma mzneira de tomar partido deste fato ¢ de
simplificar a modelagem de vazSes anuais consiste em inicialmente transformar a série
41, @, +.., TUMA $E1ie ¥, ¥3, ... com distribuicio marginal normal padrao. Idealmente
a transformago € dada por

=21 (Fq (ap) : (4.28)
onde  ®() - distribuigio acamulada de probabilidades normal padrio
FQ(.) — distribui¢go acumulada de probabilidades de Q

Na prética as transformagQes mais adotadas em hidrologia sdo as listadas no
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Quadro 51. Transformacoes para uma variivel normal padrio ,

Distribui¢do da vazio Yt

Nornal (dois parimetros) (gt - wyc

(Ingy ~ fp¥/oq

. (In(qy - 8) - Bp)Cp
60y/2(qy ~ 1o + 2 VB - 1 + 2 36)fy
(W~ 1p) /S

Log-normal (dois paradmetros)
Log-normal (trés parfmetros)
Gama (irés parimetrcs) %)

Poténcia de normal (quatro parimetros)

{*) transformagdo aproximada

A varidvel wy, que aparece na 1iltima transformagio do Quadro, € definida como

Wy=A1(q-2°-1, =0 (4.29)
[y, © Oy S30 Tespectivamente, 2 média e o desvio padr3o amostrais de wy.

A equago acima ¢ conhecida por transformagZio de Box e Cox (1964). Pode-se
mostrar que Wy tende 2 In (g; ~ &) quando A converge para zero. Isto €, a distribuico
poténcia de normal pode ser vista Como wma gen da distribnicfio log-no de
trés parimetros. ] ,

A escolha da transformacio nfio é uma tarefa simples. Uma recomendaggio de
carter geral € minimizar o ndmero de parimetros para evitar a perpetuacio, nas séries
sintéticas, de caracteristicas da série hist6rica que nfio traduzam propriedades de populagdo
esim variagBes amostrais. Nesse sentido, convém que se proceda de cima para baixo, na
lista de transformacdes do Quadro 51, Inicialmente tentza-se a distribuic#o normal.

Se houver uma rejeicao de algum teste de ajuste, tenta-se a log-normal de dois
parametros. Se houveriuma rejeigiio, tenta-se a log-normal de s parimetrcs, & assim
sucessivamente. Convém enfatizar, no entanto, que esta orientac3o de cardter geral deve-
se subordinar s consideragdes sobre as propriedades da série sintética (ver "Escolha do
modelo estocistico™), que podem indicar a preferéncia de uma particular transformagio,
mesmo guando existir uma transformag¥io localizada mais alta na hierarguia do
Quadro 51. o

4.5 Modelos Arma

Considere-se a modelagem da persisténcia das vazdes anuais, pelo processo Yy,
através da equagdo

are
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Y1 = QY + Vigg (4.30)

onde @ € o coeficiente de autocorrelagdo do Ypmcesso Yie Vi ~N O, 1-92); Vi
independente de Vi, Vi1, ...,ede Y, Y1, Yio....

O modelo expresso pela equagio (4.30) é chamado auto-regressivo linear de
ordem 1, AR(1). O termo deriva do faw de que E(Yy 31 ¥,) € uma funcdo linear de Y.
Convém observar que 0 processo estocdstico original Q € necessariamente linear, a
nfo_ser queig 4 seja normalmente distribuido. Por exemplo, se Qt tiver distribuicio
LN2 efoa LN3; E(d&l I Q¢ = qp) serd uma funciio nio-linear de g Além disso,
var(Q.; 1 gy serd uma fung3o crescente de g, Consegiientemente, a incerteza sobre a
vaz3o anual que suceda 2 de um ano seco € menor que a incerteza sobre a vazio que
suceda & de um ano dmido. Em bacias em que o escoamento bisico seja um componente
importante do deflivio total, esta propriedade € particularmente atraente.

O modelo expresso pela expressio (4.30) pode ser interpretade como uma
decomposi¢Ao de Yp,.q em duas parcelas: uma completamente depende de Yy, dado por
DY;; ¢ ovtra independente de Yy, dado por V3. O significado estatfstico da parcela
dependente pode ser-vérificado testando-se a hipdtese de que ® seja nulo. Analisanda-se a
partir desta hipbiese, o estimador & (autocorrelagio amostal, Q]Jadr? 49) tem
distribuicfio aproxim ente normal com valor esperado nulo e varifincia nt.
Consegiientemente, s¢ b > 128/ 1, pode-se rejeitar a hipStese nula (isto &, aceitar a
parcela dependente) com nivel de significancia de 10%. Entretanto, se ® < 128 A n, a
decis3io quanto & consideragfio ou nio da parcela dependente deve ser feita levando-se em
consideragio o uso que se pretenda dar s séries sintéticas, assunto examinado quando se
tratou da escolha do modelo estocistico.

Se 0 modelo da equacio (4.30) estiver correto, Vg = Y1 ~ @Y, serd
independente de Yy_.j. Essa condigfio pode ser facilments ven}icada, calculando-se o
coeficiente de correlagiio amostral corr (Vi 1, Yi_1). Se corr (Vg1 Y1) > 128 A n

convém substituir Vi, por Vi, { € expreéssar Vi, comd uma soma de um
componente dependente de Yy e outro independente de Y;_j, dado por Vi, 1. Isto €,

Y1 =91 Y+ Vi 4.31)
e Visl= 92 Y1 +Vee1 (4.32)
' Logo,
Yia1 =91 Ye+ 2 Y +V (4.33)
onde

9y = coir (Yea1, Ye1 | Yy

O modelo expresso pela equagfio (4.32) & linear e auto-regressive de ordem 2,
AR(2), j4 que Y1 depende de Yy € de'Yy_3. Generalizando, um modelo AR(p) ¢ dado
por

P
Y1 = 'Zl ¢ Yeslii + Vet ls

= 4.34
onde Vi, 1 independente de Vi, Vi1, ... €de Y, Yi_p.--- @34

e A e i tea i may—r—
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A multiplicacio de ambas os lados da equacio (4.34) por Yt-i—l-j e a aplicagdo
do operador valor esperado resulta em »

Fj = 01 0j-1 + 92 Pj-2 - + ¢Pparaj =12,.,p ° (435)

Pj=Pj=corr (Yz1, Yiy1-5)

onde

Os coeficientes ¢, i = 1, 2, ..., p dependem da .ordem do modelo p. Por

exemplo, 8¢ p = 1, em-se ¢1 = py, & s¢ p = 2, 0 valor de ¢ & obtido resolvendo-se o
seguinte sistema de equagtes:

PL=01+d2 P 436y
P2=91P1+ %2 @37

Ouscja, 1 =pr.sep=1, e ¢; =py (1-p)1-py?), se p = 2. Para explicitar
essa depend@ncia, as equagdes (4.35) sfo reescritas mostrando-se a dependéncia de cada G
na ordem p, ¢p J J

o] 1 py -Pp-1 —¢p,1
P2 P1 1 --Pp-2 $p2
. - : . ’ {4.38)

_Pp_ B Pp-1:Pp2 .. 1 N _¢‘ ja%] )
Pode-se mostrar que a condi¢io para que o modelo AR(p) seja estaciondrio & que
todas as raizes do polindmio (4.39} estejam simadas dentro do circulo unitdrio,

L S W . 4.39)

Por exemplo, se p = 1, a condigFo de estacionariedade & dada por ¢p,p= p1<L

J4, se p =2, a condi¢fo de estacionariedade é dada por (921 .1 +4 022 P <1
que equivale a "2

<dra<Lépy+dpa<l e ¢pa-dy1<1 (440) -
Foi visto que, no modelo AR(2), € o coeficiente de autocorrelagiio parcial
entre Y41 € Yy.1, conhecido o valor de Yi,Corr(Yypy, Y1 [ Y — equagio (4.33) —,
onde ¢y 5 € chamado de ¢. Generalizando,
¢pp =00 (Vi 1o Yiudop | Yo Yits - Yiu2p) @41

A aplicagfio da regra de Cramer na equacgio de Yule-Walker (4.38) conduz a

¢k k= A/B (4.42)
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onde A e B sio os seguintes determinantes

1 P1 P2 Pk-2 Pt
A=| p 1 pt wPx.-3 02
(4.43)
Pe1 Px2  Pr3 M
1 Pt P2 Px-2 %1
B={pm 1 pr Px-3k-2
(4.44)
Px1 P2 Px3 P11

E evidente que, para um processo AR(p), o determinanie A é nulo para k > p,

agz uma vez que uma das linhas serd uma combinago linear das demais. Conseqlientemente,

um métedo para se determinar a ordem p do modelo consiste em generalizar o
procedimento adotado quando se rejeiton o modelo AR{D) - processo independente —em
favor de AR(1). Isto &, dado que o modelo é pelo menos de ordem p-1, calcula-se 0
coficiente $p 1 ¢ testa-se a hipltese de que esse coeficiente seja nulo, Se O p for
suficientement? grande para rejeitar a hipdtese, o processo ¢ pelo menos de orlefii p. E
assim sucessivamente. Conforme anteriormente mencionado, a nfo rejeiciio da hipétese
nula ndo significa necessariamente que o modelo de ordem mais elevada deva ser
desconsiderado. Essa decisio deve levar em consideragfio o uso que se fara das séries
sintéticas,

Se o modelo da equagdo (4.30) estiver cometo, Viry = Yy31-®Y; serd
independente de V.. Essa condicdo pode ser faciimente venH'cada, culando-se o
coeficiente de correlagio amostral, cOr(Vy,:, V. SejeBrr(Vyy, Vp|> 1.28An,
convém substituir Vi, 1 por Vg, e expressar V.1 COmo 2 soma de um componente
dependente de V; ¢ com outro independente de Vi, dado por Vi.p. Isto &,

Yir1 = P1Y+ Vi (4.45)
¢

Vi1 = 01V + Vigg (4.46)
Portanto,

Yiep =P Y +81Vy + Vi 447
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Vi1 independente de Ve Vipede Y, Yy, Yoo

»
O modelo expresso pela equagiio (4.47) € conhecido como Arma {1,1). Trata-se de
um ¢aso particular do modelo Arma (p,q), que fol minuciosamente estudado por Box e
Jenkins (1976) e que tem encontrado aplicacfo em diversas disciplinas, principalmente
quando utilizado para previsdo. A aplicagdo dos modelos Arma s séries hidroldgicas tem
Si{{};:l feita por diversos antores (por exemplo, Braga, 1983). A forma geral desse modelo
€ dada por:

P ) q
Yy = 'ZI b Yniq + }:1 8 Vierj+ Vi (4.48)
1= J:

Na modelagem de vazdes anuais, raramente utiliza-se algum modelo que seja de
ordem superior 2 Arma (2,1). Para esse modelo, tem-se o seguinte correlograma (fungio
de Py em k)

po=1 : (4.49)
p1=AB (4.50)
Pk =P Pr-1+ P2 P2, k22 @.5D)

onde A e B sio os seguintes determinantes:

A={ (1 - (1-¢10 +6) 4.52)
-@1 -91

) =

B=| (1- ¢ e;+621) -0 (1+¢2)

(4.53)

-9 (I -4

Os correlogramos de modelos Arma (p,q) de ordem mais baixa sdo obtidos
zerando-se os correspondentes parmetros das equacdes (4.49) a (4.53).

Pode-se estimar os pardmetros de um modelo Arma (p,q) igualando as
expresstes do autocorrelograma do models, que sZo fungles dos pardmetres, com oS
correspondentes coeficientes de autocorelacio amostral, definidos por:

n-j ‘
5 =L % vy, 59
1 t=1



Modelos para Gerenciamento de Recursos Hidricos

Quando q = 0, basta que se substituam os coeficientes pelas estimativas nas
equagBes de Yule-Walker, equagfio (4.39), Quando q = 1, & necessdrio resolver um
sistema nio-linear com duas equagdes —caso Ama (1,1) — ou trés equagdes — caso Arma
(2.1}. O emprego desse método de estimativa faz com que a série sintética produzida pelo
modelo preserve 0s p + q primeiros coeficientes da autocorrelagio amostral da série
histri

Alternativamente, podem-se estimar 0s parimetros qixe minimizem 2 soma dos
quadrados dos residuos (componentes independentes), o que, no caso, equivale ao método
da méxima verossimithanga:

S = 2 Vf (4'55)

Para um processo AR (p), ou equivalente Arma (p,8), equagio (4.34), os
coeficientes que minimizam a expressio (4.55) sfo dados pela equaclio (4.56), cuja
derivagZio pode ser encontrada nos texfos de regressfio multivariada linear

$=@TB)-1BTA 4.56)
onde
A= Ypyo -
@.57)
[ Yn ]

Yeu Yp .Yy

B=| - : . @.58)

Yo Yo2.. Ypp.

R~
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R=>4

&>
I
o>

A variincia do componen te independente ¢ estimada por

1 n
Az 2
e o TR BY 2B oy p

Aanalogiaenu'eomedeloAnna(p,o)eamgressﬁo multivariada linear
eduagdes (4. 56 - 4. 60), facilita a inclusso da incerteza dos parametros (itom 4.3) o
modelagem. Pode-se mostrar que {8-p) 2rf tem dismibuicio qui-quadrado com (@-p)
grans de ¢ § tem distribuicZo multivariada nommal com média ¢ e matriz de covariang,
75 (Bt By L. Conseqientemente, a geracdo de cada série sintéfica, para esta parti <I:la
opgﬁodemodelagem,seguiﬁaasségninmetapas: partieuiar

a) Soreie uma varidvel qui-quadrado com n-p graus de liberdade (v2 5
lg'l:cl & sima dos quadrados de (n-p) varidveis normal padriio, indgxpc)ﬁd%ﬁcg
entre si
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b) Assuma?f& = (n-p) B2, onde R, & calcnlado pela equacio (4.60)

¢} Sortsie um vetor normal com média‘§ e mariz de cova:iéncia/’%‘? (BTB)‘I.
Os procedimentos necessérios para a execugio dessa tarefa serfic apresenta-
dos logo adiante. Seja@ o vetor sorteado.

d) Gere série sintética de vazdes com parimemos "’?’v e %.

Quando ¢ = 1, a estimativa dos parimeiros tem que ser feita iterativamente.
Inicialmente, assume-ss um conjunto de parfimetros o) - ¢p, 81, ..y Oq que permite a
determinacio de v p 1. V42, -, através da equagio.

P q
Vi=Yi- z $i Y1 - z ’éj vt—j' t=p+l, p+2, ...
i=1 i=1

Os valores iniciais vy, v, ..., v, 530 desconhecidos. Assume-se que eles sio
iguais ao valor esperado, isto €, zero. O conjunto Vp;-l' Vp+2s - Permite que se calcule
a fimcHo objetivo equagdo (4.55) - e suas derivadas parciais em relacio aos pardmetros de
9 e ¢. Conseqgientemente, um conjunto de parimetros pode ser calculado o que resnita
RUBA NOVa $eqilneia vy ', Vo' ., © assim sucessivamente, até que algum critério de
convergéneia seja satisfeito. O leito interessado em mais informagGes sobre a aplicagiio
do método de méxima verossimithanca para estimar os pardmetros de nm modelo Arma
Jp.@) deve consaltar, por exemplo, Mcleod e Sales (1983). Qualquer modelo Arma (p.q)
que se cogite adotar precisa satisfazer a hipétese de independéncia dos v, Se essa
hopdtese for verdadeira, corr (Vps VT < O terd distribuicfio aproximadamente normal
com valor esperado nulo e variancia igual a 1/n. Conseqiientemente, qualquer valor de
cdrr (Vy, Vi) Yo superrior, em médulo, a 1.28 deve funcionar como um alerta contra a
escolha do modelo. Equivalentemente, Box e Jenking (1970) sugeriram a testz de
Porimanteau, que considera todas as autocorrelagfes amostrais simultaneamente através

da expressio

k
. X2 = (n-p) igl [cBrr Vo th.i)]z

4 g -

o m————
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Pode-se mostrar que xz tem aproximadamente distribui¢ao qui-quadrado, com k-
P-q graus de liberdade. O teste consiste em comparar o valor calculado com ¢ valor
critico tabelado, para o nivel de significincia selecionado, O valor de’k deve ser, pelo
menos, igual a 135 (,

*

4.6 Modelagem muliivariada

Dols  aproveitamentos hidricos préximos s3o, em geral, atingidos
simultaneamente por baixas (ou altas) vazdes anuais, ocasionando secas (ou cheias)
regionais. Nesse caso, corr( Qat' , ng) >0,onde Q2 e s#0 as vazles anuais

nos locais a ¢ b. Por outro lado, locais afastados, mas submetidos & mesma fonte de
umidade, podem ser hidrologicamente complementares, no sentido de que um ano imido
em a tendera a estar associado com um ano seco em b, € vice-versa. Nesse caso, espera-
sequecor{ ¢ . @ }<0. .

¢ o resultado de uma complexa sucessdo de eventos hidrolégicos que
ocorrem durante ¢ ano t na frea de drenagem a montante do local b. Dependendo da
aplicagfo que se cogite para as séries sintélicas, pode haver interesse em utilizar a
totalidade da 4rea de drenagem ou apenas sua porgiio “incremental”. Por exemplo, se o
local b for sitnado a jusante do local a, a série histérica Qb serd definida, nesta
segunda alternativa, como a diferenca entre as vazfes totais em b e em a.

Nas pdginas anteriores, em que se tratou da modelagem univariada, foi visto
que o caso mais simples € quando corr(Qy, Qpp.1) = (. isto &, quando as vazdes anuais
80 serial ou temporalmente independentes. Nesse caso, a modelagem da dependéncia
espacial é feita através da seguinte equagfio

}:t =BV, (4.63)

onde fxf =[¥3 Y?] é um vetor de dimensio m, igual ao mimero de locais sob
modelagem. Y2, é uma varidvel normal padrdo, correspondente A vazio @ noanot
e no local a (o tema normalizagfio ja foi tratado neste capitulo). Vi & um vetor também
de dimenso m, de componentes independentes e com distribuigio normal padrfo. B €
uma matriz parmetro, a ser estimada, de dimens3o mxim.

Multiplicando-se 2 equagio acima por YT , tem-se

~t
T - T
YL, Y=BV, V,B - (4.64)
Lembrando que o valor esperado de uma matriz é a matriz dos valores

esperados:

E(Y, YD =BE(, V)8 4.65)

CREERN
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T
O elemento na linha a, coluna b da matriz E¢ Yt Yt Jé E( Ylg )
Como ¥e¥ sdo normals padrio, E( YW )= corr( Y‘t’ ) Logo,
matriz R = E( Y, e ¥7 ), composta por correlagﬁes espaciais, & mmefnca e tem o8
elementos da dlagonal ignais a 1. Analogamente, os componentes de E (Y, gg siio
também correlagﬁes €, como por construgo estes elementos sio mdependentes entre §i,
E( Vi Vt Yéa mamz identidade de dimensio mxm. Portanto, a equagiio acima pode

ser reescnta COInO
BBT=R (4.66)

A estimativa da matriz B ¢ feita substitnindo-se o lado direito da equago acima
pela estimativa da matriz R. Cada elemento dessa matriz é o coeficients de correlagfo
amostral entre concomitantes observacfes e yeyt=1,2..

Existem muitas matrizes B que satisfazem a equagfio acima. Uma maneira
trivial de se encontrar uma dessas solucSes & arbitrar que B seja triangular.

Exemplo 17

Se o nimero de 1cais sob modelagem for m=3, a equacfo (4.66) seria escrita como

by 0 O b1y by by I; I I3
b1 bm O 0 by baa| =| 12 T2 Ty
b3; by by 0 0 1y T3 Iy3 Isg
on -
2 n R
bi1 =1y = by =y
by by =1/ —> by =112/bpy
b].zl ba; , =175 —> b3 =T13/byy
bo1 +bp =Ip > bxn=({xn- bmi
boy bsél + by bszz ) =Ty > by ={(03- b21 b31)/bzz
by +byy  +b33 =33 > by = (33 - By - Bip)2
B pode também ser calculada por decompqsigao espectral:
B=CD @467
onde

C = matriz mxm, em gue cada coluna é um autovetor de R;

D = matriz mxm com a diagonal composta por raizes quadradas dos autovalores
de R, crdenados decrescentements, e elementos fora da diagonal nulos.
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Qualquer que seja o método de célculo de B, é necessédrio que a matriz R seja
positivo-definida para que haja uma sclugfio, Quando as séries ndo s3o todas de mesmo
comprimento ou as séries histéricas contém lacunas, R pode resultar nio positivo-
definida, sendo conveniente, no caso, a utilizaciio do método da mixima verossxmﬂhanga
{Kuczera, 1987), em contrapomgao a0 método dos momentos, que conduziu & equagfo

(4.66).

No caso mais geral, em que Q; ¢ Q.1 so dependentes (¢, portanto, também
Y; e Yg1), € preciso adotar um modelo que considere a dependéncia temporal. Alcanca-
se esse objetivo generalizando o modelo AR(1) para o caso multivariado, pioneiramente
aplicado & hidrologia por Matalas (1967):

Y1=AXi+B ¥ (4.68)

Os wvetores ¥yp), Yy ¢ Vg ,50 de dimensio m (némero de locais sob
modelagem) e as matrizes parimetro A ¢ B sfo de dimensfio mxm. As matrizes A e B
podem scr estimadas através do método dos momentos, multiplicando-se ambos os lados
por Yz e achando-se os valores esperados:

E(Yu1 Yp = AE(Y, ¥) + BE (V,. %) (4.69)

Como 0s componentes dos vetores Ve Yz »Jo independentes entre si,
EéE(VHY,)) & uma matriz com todos os elementos nulos. Portanto, a cquagio pode ser
Teescrita como

S=AR,ou 4.70)
A=SR1
onde S é uma matriz mxm cujo components, na linha a e coluna b, € a cormrelagfio entve
Y& e Y . Conseqientemente, 2 diagonal da matriz § ¢ formada pelos coeficientes
de autocorrelagéo Além disso, S € nfio simétrica, a0 contririo de R,

Muitiplicando-se ambos os lados da equagdo (4. 68) por YT+1 ¢ achando-se o3
valores estimados, obtém-se:

T T
E(Yu Yi) = AECY, ¥ D A+BE Ve ) A+

+BE(VY 1B

FADI v MTYRT

t471)
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a a
Como E{ Y} E; Ye B( Xt Yt Y sfio matrizes nulas, e E v, V'f) é a matriz
identidade, a eqracfio acima pode ser reescrita como -

R=ARAT +BBT (4.72)
og

BBT =R - ARAT .73

Substitmindo-se o valor de A, dado pela eguacfio (4.70), e levando-se em
consideragiio que R € uma matriz simétrica, a equagio acima pode ser reescrita como

BRT =R -sr-15T (4.74)

As mairizes pardmetro A e B podem ser facilmente estimadas substituindo-sc as
matrizes R e § pelas correspondentes matrizes de correlagio amostral R ¢ S nas equagdes
(4.70) ¢ (4.73) ou (4.74).

Se¢ o lado direito da equagfo (4.74) nfc for uma matriz positiva definida,
convém que se utilize 0 método da maxima verossimilhanca (Kuczera, 1987).

Kelman et al, (1981) e Pereira et al ,(1984) generalizaram a equaghio (4.67) para
O caso em que se pretende gerar séries sintéticas para um conjunto de locais, uma bacia
hidrogréfica por exemplo, sem que seja necessirio gerar novas séries sintéticas para
ouiros locais que ji disponham dessas séries:

Y1 =AY+ B Vi +F Wiy (4.75)

onde
F —matriz mxk {m é o mimero de locais gerados presentements e k € o nimero
de locais j4 gerados);
Wieg — veior kx1 de vazdes sintéticas anteriormente gerados para os k locais.

Os demais termos da equagdo acima foram anteriormente definidos. A
eStimativa dos parimetros A, B e F € feita de maneira a preservar a dependéncia entec
vaz8cs nos novos € nos antigos locais. Essa modelagem ¢ particularmente itil para o
plancjamenio da expansio de um sistemna hidrelétrico, quando se faz necessdria a
simulagfio do sistema com e sem a adicfo de novas usinas,

- Matalas (1967) sugeriu que, se a preseivagio do coeficiente de correlagio
amostral da série histérica entre Y3,y ey ndo for particularmente relevante, 6
possivel obter-se um processo de estimativa mais simples, arbitrando-se que todos 0s
elementos fora da diagonal de A sfo nulos. Os elementos da diagonal sdo feitos iguais
a0s coeficientes de autocorrelaciio amostral. A matriz B € calculada, neste caso, airavds
da equagio (4.73) e nfo através da equagfio (4.74), ji que s6 a diagonal da matriz §
precisa serestimada. As séries sintéticas produzidas por esse modelo terfio coeficientes do
autocorrelagsio {(em cada local) e coeficientes de correlagfio espacial que tenderfio acs
correspondentes  valores amostrais das séries histéricas, na medida em que o

Modelos Estocisticos no Gerenciamento dos Recursos Hidricos O NEN

ntmero de anos da série sintética cresca. Por outro lado, com({ Yip ¥, ) tenders 20

produto de corr(Ys,; Yhcom corr{ Y; YP),conforme pode ser visto afravés da equagio
4.69).
¢ E interessante observar que a adogio de uma matriz A didgonal equivale 3
modelagem do processo multivariado em duas etapas. Em primeiro lugar, 0 modelo
AR(1) univariado é ajustado A série histdrica de cada local, permitindo a determinacfio de
componentes temporalmente independentes. Em segundo lugar, a dependéncia espacial
entre ( Y2, Y ), para quaisquer locais a e b é indiretamente levada em consideragfio ao
se preservar a correlagio espacial entre o8 componentes temporalmente independentes.

De nma maneira mais geral, a série hist6rica de cada local pode ser ajustada por
um modele Arma(p,q) univariado, sendo que a ordem (p.q) pode variar de local para
Iocal. Essa abordagem & chamada de modelo Carma (Salas et af, 1980) e & interessante
porque evita as complicagdes vinculadas 3 escolha da ordem do modelo e 2 estimativa
dos parimetros que resultariam da extensfio do modelo AR(1) multivariado para o caso
mais geral de Arma(p,q) multivariado (Hipel, 1983).

Para cada localk = a, b, ¢, ... em que se tenha ajustado um modelo Arma (py,
qy), a série temporalmente independente € determinada por

.3 Gk
A= 2 6t > 6 £ @.76)
= J=

A dependéncia espacial entre 7 e ZP , para os locais a ¢ b quaisquer, é
modelada por

Z=BY, @77
Conforme anteriormente visto, 2 matriz B & estimada resolvendo-se a equagio
BBT =0 ' @.18)

onde Uéa estimativa da matriz de comrelaglio E( 2, g }. O clemento da linha a ¢
colana b de U &€ o coeficiente de correlacio amosiral entre as concomitantes observagbes
2 e ,t=1,2.0
4 Camacho (19§5) observou que o ajuste separado dos modelos univariados de
cada série disperdica informagdes contidas no histérico ¢ apresenta um algoritmo para as
estimativas concomitantes de maxima verossimithanca.

4.7 Modelos de Longa Memdria

Hurst (1956) estadon séries temporais bastante longas de diversos processos
naturais, centrando atengfo na estatistica "amplitude zjustada”, definida como:

3
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L L
8y = max [T (q; - D} - min [ X (q, - P} 4.79)
t =1 t =1

Pode-se mostrar que a,, & o tamanho que deve ter um reservatdrio, caso o volume

anual regulanzado seja igual ao volume anual afluente médio ao longo de n anos (¥) e
<aso a seqiidncia futura de afluéneias seja Y15 925 s Y11 Y1 ¥25 00 Y1y Y1 Y2 :

Haurst fez o gréfico de log{ap/s), onde s € o desvio padrfio amostral de Q, contra
log n, e descobrin um bom ajuste para uma reta com coeficiente angular em tomo de H
= (,7. Esse resultado permitiv inferir que

E(A,/c) ~ nt (4.80)

onde H & o chamado ceeficients de Hurst.

Paralelamente, o préprio Hurst e outros auntores, relacionados por Gomide
{1975), chegaram & conclusio de que todos os modelos estocdsticos até entfo cogitados
para representar séries de vazdes anuais possuiam a proprisdade de

lim E(A /o) = 005 (@81
300

Como o resiltado (4.80) foi baseado em séries com valores elevados de n, a
discrepancia entre a tendéncia empirica expressa pela equagéio {4.80) e o resultado tedrico
expresso pela equaciio (4.81), chamada de "fendmeno de Hurst”, causou desconforto na
comunidade hidroldgica durante alguns anos. Modelos estocasticos foram desenvolvidos
especificamente para reproduzir ¢ coeficiente de Hurst, notadamente o Fast Fractional
Gaussian Noise (Mandelbrot, 1971, e McLeod e Hipel, 1978) e o Broken Line (Mejia
et al, 1972). Nesses modelos, a correlagdo entre Qy ¢ Qg 120 decai tho rapidamente
como nos mddulos Arma, e por isso sfo chamados de longa meméria.

Posteriormente, diversas explicagdes foram formuladas para o fendmeno de
Hurst, sendo as mais importantes:

a) o efeito transiente — para valores finitos de n, da ordem de grandeza dos
utilizados por Hurst, o coeficiente H € maior do que 0.5 apesar de que,
quando n tende para infinito, H tende para 0,5 (Gomide 1975, Lettenmaier

- ¢ Burges, 1977).

b} o efeitc da ndo estacionariedade — séries naturais que exibam nfo
estacionariedade, devido, por exemplo, & mudanca da régna quando se
medem niveis ao longe de varios séculos (rio Nilo, por exemplo)
apresentardo valores de H que ndo tendem para 0,5 (Klemes, 1974).

Comparagdes entre as propriedades das séries sintéticas gemdas por modelos de
longa memdria (preservagdo do coeficiente de Hurst) e os de curta memdria (Arma}, para
estmdos relacionados 4 confiabilidade de um sistema hidrelémico (California Energy
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Commission, 1981) e ao desempenho de um reservatdrio de regularizacio (Klemes ef al
1981) mostraram nfo haver diferenca pratica significativa entre as duas gbordagens.
Como o fendmeno de Hurst ndo parece ser relevante em termos de aplicacgo, o
assunto ndoe serd desenvolvido neste livro. A mengfo serve apenas parg satisfazer uma
curiosidade histérica.

5. MODELAGEM DE VAZOES MENSAIS

5.1 Sazonalidade

Os modelos de simulagfio e/ou otimizagio empregados para o planejamento e a
operagio de sisternas de recursos hidricos utilizam usualmente séries de vaz(es com
intervalo de dlscreuzagan mensal.

Ao contrdrio do processo anual, vazes mensais ndo podem ser consideradas
como origindrias de um processo estaciondrio. A Figura 120 mostra 2 evolugdo da média
das vaz0es, para cada més do ano, do tio Parafba do Sul em Barra do Pirai. Um simples
£xame COmprova o cariter sazonal dessa estatistica. O mesmo se dd com ¢ desvio padrdo
e coeficiente de autocorrelagio, respectivamente nas Figuras 120 e 121.

5.2 Modelo PAR(1}

O modelo estacionsrio expresso pela equacdo (4.14) nfo pode mais ser
empregado porque, para vazdes mensais, a ignaldade E(Qp = E(Qq41) por exemplo, ndo
vale. Uma adapta¢io da equacdo (4.14) pode, no entanto, ser conseguida através do
chamado modelo de Thomas-Fiering ou PAR(1), ou AR(1} periédico.

P T,
Mt"' 1*/: l'l‘t'l‘ 1']"_’5.0...1.:1:_1..... MT-E-M.FGT'!"}'II-‘J’% Zt‘l‘ iz (5-1)
T

W

onde

M, te:a\.'a:f:clormmcS't ano i
t=1,2, .., 12 é o indice do més
1=1,2,. eommcedoano

Zp 60 componente independente padrio
Adota-se a convengfio "circular” de-que, se T = 12, entlio

Mzei1, 1= My, 131- Mr41 = H1 €0741 = 0]

A manipulacio da equagio (5.1); nos mesmos moldes da discussio efetuada
apds a apresentacio da equacfo (4.14), revelaria uma série de resultados andlogos aos do
item 4.4 deste capitzlo.
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EMz, 9 =4t (5:2)
2
var My ) = o7 » (53
p
EMc 4 1 Mag= me) =pr + 200 L gy 54
T
2 2
var Mg 41 ¢t Mg =mp g = o (1-p%) (5.5)
corrMepy 1, 1 Mg, o) =P (5.6)
cor (Mg 4+ 1, & Mg, t - 1) =P1P7 - 1 - PIPI2P11P10 - 1)
~ produtos de K fatores
onde

K=121+T-0a+1

A extensio do modelo expresso pela equacio (5.1) para o caso multivariado
poderia ser conseguida, de forma aproximada, pela preservagfio das correlagbes entre pares
de ruidos '<Zi1t th;)‘ corraspondentes aos locais a e b, conforme explicado no exwo

que anteceds a equacio (4.76).

A Figura 124 mostra o grifico de correlagiio da vazio de setembro com agosto
{K=1), de setembro com julho (K=2), e assim por diante. Como se v8, o ajusie deixa
muito a desejar, na medida em que a curva tedrica — calculada pela equagio (5.7) — decai
muito mais rapidamente do que a amostral. Resultados semelhantes seriam encontrados
caso se centrasse a andlise em qualquer outrc mes que ndo setembro, € para uma grande
variedade de rios. Conseqgiientemente, as séries sintéticas geradas pelo modelo de Thomas-
Fiering tenderdo a exibir menos persisténcia do que as correspondentes s€ries histdricas.
Mais ainda, chamando Q de vazio média aneal no ano t, tem-se

Q=121 I M, ¢ (5.8)
T

A variincia da vazfo sintética anual serd

FPU.
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L1 1 1 _
varQp=1441( ¥ 032; +2 X I (PPrei -0 6105 (59
T=1 =1 j= +1

Rt
que tenderd a ser inferior & verdadeira variincia da vazdo anual, porque g termo (PpPreg--
pj)tcndeambesﬁmaraverdadeﬁacmrelagzoemrel\% eM;

Um argumento pas mesmas linhas conduzing H conlhii®o de gue também a
autocorrelagAo em escala anual da série sintética tenderd a ser inferior 3 correspondente
autocorrelagdo da sére histrica. O efeito da subestima¢ic da varidncia ¢ da
autocorrelacio em escalaanual terd maior ou menor importincia dependendo da aplicagio
que se pretenda dar 35 séries sintéticas. Em estudos com horizontes de planejamento
curto, de alguns meses, ou quando o reservatério sempre enclie ou esvazia pelo menos
uma vez por ano, o efeito é de menor importincia. Por outro lado, quando o estudo
exigir a simulago da.operagio de reservatdrios capazes de exercer uma regularizago
plarianual, o efeito € de maidr importancia. Os diversos modelos apresentados a seguir
procuram sanar esse problemna através de duas alternativas:

a) adoclo de um modelo Armalp,q) periddico, chamado Parma(p,q) para va-
z¥es mensais; C
b) adogio de um modelo que gere inicialmente as vazBes anuais ¢ depois desa-

gregie cada valor anual em componentss mensais.

5.3 Modelo Parma{p,q)

Modelo PAR(p)

i O modelo PAR(1), expresso pela equaciq (5.1) pode ser visto como uma forma
sintética de se representar um conjunto de 12 regressdes, uma para cada més do ano. Em
cada uma dessas regresses, assume-se como varidvel previsom a vazdo no més
imediatamente antecedente. Pode-se generalizar 0 conceito assumindo como variiveis
previsoras as vazdes nos p meses imediatamente antecedentes. A rigor, nfo hé razfio para
impor para todas as 12 regressdes umn mesmo mimero de varigveis previsoras. O mode
resultante é chamado de PAR(p). Para'um més T qualquer, tem-se '

. P‘C
Mri=agy+ iélaﬁ:M:-i’[-i»Zm (5.10)

A seleciio do nifmero de varidveis previsoras, py € a estimativa dos parfinetros
ajr podem ser feitas awavés de procedimentos usealmente empregados na técnica de
regr_wzﬁ:. Uma aan;ostra aleardtia {Zy 1. Zr 2, ... Zgg) d:- obudavalpara w;;ia més T a
observagBes na série histdrica. _parazt’t s 0 valores e Me pelas

Para efeito de geragfio de uma série sintética, deve-se proceder a sarteios dos
ruidos Zyy, T2 1, 2, .., 12, seja através de uma distribuicSo de probabilidades que tenha
sido aj 4 amostra aleatdria obtida com os histdricos, seja através da
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distribuig#o empirica de Z; . (0 que equivale a assumir que os raidos histéricos sao
igualimente provéiveis). ’ -

Modelo Arma(p,q) aplicado 2 série transformada

Nesta alternativa, aplica-se para cada més uma transformagfo que resulte numa
varisvel normal padrio. Dessa maneira, obtém-se nma série romnalizada e estaciondria.
Possfveis transformagdes estfio listadas no Quadro 51, n3o sendo necessério escolher o
mesmo tipo de wansformacdo para todos os meses. Um modelo Arma(p,Q) é
subseqilentemente ajustado 3 série transformada, adotando-se as técriicas discutidas no
item 4.4. A extens3o para o caso multivariado se d4 também através dos procedimentos

" Esse-modelo admite impliciiamente que a dependéncia entre as varidveis
transformadas & fungio apenas da defasagem entre elas. Nas séries geradas pelo modelo, 2
correlagio entre as varidveis correspondentes, por exemplo, aos meses de janeiro e margo
{defasagem ignal a dois) serd préxima da correlagfio correspondente aos meses de
fevereiro ¢ abril, idem em relacio aos meses de marco e junho, ¢ assim sucessivamente.

Quando houver evidéncia estatistica ou conceitual quanto A sazonalidade dos
coeficientes de correlag¢o da varidvel transformada, 0 modelo n#o deverd ser adotado. Por
exemplo, suponha uma bacia hidrogréfica com razodvel capacidade de armazenamentono
lencol fredtico e sujeita A uma época chuvosa, bem caracterizada, de outubro a abril.
“Admita que, durante a época chuvosa, 2 maior parte do deflitvio € de origem superficial ¢
durante a época de estiagem {de maio a setembro), 2 maior parte do deflvivio provém do
escoamento bdsico. Nessas circumstinciag, a comelagfo entre vazdes de meses
consecutivos {defasagem de um més) da estagio chuvosa deveria ser menor do que a
correspondente correlacio entre vazdes de meses pertencentes ao periodo de estiagem. De
fato, um deflivio pequeno nurh més da estagfio chuvosa é um indicativo precério da
ocorréncia ou ndo de precipitagfes abundantes no més seguinte e, portanto, do que se
pode esperar quanto a0 escoamento superficial. J4 um defliévio pequeno num més da
estiagem & uma informacio significativa sobre o estade do lengol fredtico, e, portanto,
sobre 0 que se pode esperar quanto 20 escoamento bésico. A Figara 122 ilustra o caso.
Thompstone et af (1987) compararam o modelo PAR(p) com o modelo Arma(p,q)
aplicado 3 série transformada e concluiram pela superioridade do primeiro.

Modelo Parma(p,q) aplicado 2 série transformada

Uma maneira de preservar o cardter sazonal da dependéncia entre vazdes
transformadas & considerar um conjunto de coeficientes do processo Azmaf(p,q) especifico
para cada més do ano

PT'{"]. . At +1
Xpw1g= '21 briXp+ it X

) e'c,iz't+1-j,r. +Zy 41y
i= J=

onde (5.11)

X1 = grMy ) tem distribuicio normal padrao
Xrp=Xp12, w1 set> 12

1= %0412, 18750 .
Z;; = componente normal independente (ruido) com valor esperado nulo.

X WU
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Salas et al (1982) derivam as equagbes de Yule-Walker para um processo Parma
{p.a). ' © q constante. No caso particular de py = g¢ = 1, V1, 0s 24 pardmeros: @z 1 e
8¢ 1 (Qu simplesmente @ e B),T = 1,12, podem ser estimados por ’

bl

D= pr(Dfpr_1(D 512
Op = Op + (1- By pr (1) )} / (@ = Pr(D) = (Pry1 —~ a1 () 7 (D7 P A1)
O 1) (5.13)

onde

peli) = com(Xy, Xeiy)

Na equacio (5.13), 9. depende de 9. 1. Conseqiientemente, 12 equactes dessa
forma procisam o ot fepende de Sei Vecchia (1983) derivou of estimadored
de mixima veressimilhanca, que, segundo Haltiner (1985), nfo apresentam vantagens
sobre os-estimadores dados pelas equagdes (5.12) e (5.13).

Como no caso da modelagem de vazdes anuais, nenhum medelo deverd ser
adotado se a hipéiese de independéncia do ruido Z puder ser rejeitada, por exemplo,
através do teste de Portmanteau — equacio (4.62).

Modelagem multivariada

A extensdo, para o caso multivariado, do modelo Parma(p.q) é trivial, bastando
que se ntilize a opgio Carma (ver texto que antecede a equagio (4.76)). Caso uma
transformagdo tenha sido aplicada s vazOes mensais nos locais a e b, My (@ e M (b)),
os correspondentes ruidos, z; (a)t e z (b}, serdo normais serialmente independentes
mas especialmente dependentes. Essa dependéncia espacial é entio modelada por

Zeg=Bg ¥y . t=12,.,12 (5.14)

a
onde g}‘ (= [ir), L Zr.?). t -] €um vetor de dimensdo m, igual ao mimero de locais
sob mpdeiagem, ¢ V 14 € um veior de dimensfo m, de componentes independentes e
com distribuicio normal padrdo.

A estimativa das 12 matrizes B pods ser feita conforme abordagem ji descrita
no idpico Modelagem wvariada. Também conforme mencionado naquele tdpico,
M; (b), pode significar a vaziio correspondente & 4rea de drenagem tolal 2 montante
do local b, on apenas 3 drea de drenagem incremental. Por exemplo, se o local b for
sitnade a jusante do local a, a série histérica M (b}, serd definida, optando-se pela
representaciio incremental, como a diferenga entre as vazdes totaisem b e a.

339
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5.4 Modelo de desagregacéo

Modelo de Valencia e Schaake

Nesta alternativa, desagregam-se as vazdes anuais, geradas por qualquer modelo,
em vazdes mensais (ou bimensais, trimestrais etc.}. A versfo original foi proposta por
Valencia ¢ Schaake (1973).

M; = AQ; + BZ; (5.15)
onde
Me= | My
(12x1) Mz,t
Moy

My = vazio no ano t mes T menos fir
Wy = valor esperado da vazio no més T (note que E(M; o) = 0)
(x =vazoncanotmenospl - ’

b= Ty (ote que EQp = 0)
12 T

= |Z
(lzltxl) Zé’i .

12114

Z; = componente independente padrio on ruido.
Por construgo, E(Z; p) = 0, var(Ziy) = 1 e coZiy, Zj p = 0, ()

A = vetor de parAmetros
C12xl

B = matiz de parimetros

12x11

No trabalho- original de Valencia e Schaake (1973}, o vetor Z; foi definido com
12 componentes em vez de 11. Entretanto, como a média das vazbcs mensais deve
ignalar a vazdo anual, sO existen 11 graus de liberdade. Isto &, a 12* vazdo &
perfeitamente determinada uma vez que se conhegam as outras 11 e a vazdo anual.
Conseqiientemente, no esquema original de Valencia ¢ Schaake a matriz B (de dimens3o
12x12) resultava singular. _

Faz-se a estimativa das matrizes A ¢ B procurando preservar as covarincias
entre as vazbes mensais, definidas pela matriz E(M[MTt) de dimensiio 12x12, e as
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covarincias entre a vazio anual, e cada uma das vazdes mensais, E(M{Q)) de dimenso
12x1. Convém lembrar que todas as varidveis t8m valor esperado nulo.

. Multipticando-se ambos os lados da equac#o (5.15) por Q, achando-se o valor
esperado e omitindo-se o indice t (por simplicidade de notagfio), obtém-se;

EQMQ) = AEQQ) + BZQ) 5.16)

Como Q £ gerado antes de Z ¢ os componentes de Z sd3o sorteados
independentemente, E(ZQ)) & o vetor nulo. Portanto, -

.A=EMOQE" (QQ) (5.17)

Como E(QQ) & a varifincia da vazfio anuval, uma ootra mangira de escrever a
equacdo acima € ,

A=.(cg y1EQMQ) (5.18)

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo (5.15) por MT ¢ achando-se o
valor esperado, obtém-se

EQMMT) = AE(QMT) + BE@MT) (5.19
Substituindo a equagHo (5.15) em (3.19), vem

EQMD) = ARQQ) AT + AEQZT) BT + BEZQAT + BE@ZZDBT  (5.20) 401
Como E(ZZT) =T, tem-se que
BBT =govMT) - 62 AAT (5.21)

Do mesmo modo, substituindo (5.17) em (5.21) obtém-se

BBT =gQvMT) - (‘% rl EQuQ ETMQ) (5.22)

A estimativa das matrizes A ¢ B € feita substituindo-se as covarifncias de
populacio nas equagles (3.17) — ou (5.18) — e (5.21) — ou {5.22) - pelos
correspondentes valores amostrais. Por esse méiodo, a média das vazdes mensais
sintéticas serd sempre igual A correspondente vaz3o anual sintética, como a seguir, Se

h b T

A .
EQMMT) jj=—3% myp {5.23)
o= .
1 B
EMQi=— X myq (5:24)
B =1
2 1o 2
=— % 4 5.2
g o PR (3.25)
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onde n & o mimero de anos da série histérica.

Seja o vetor linha com 12 elementos

D=1zl 1271, 127 (5.26)
Da cqugg}%.w), tem-se que )
DA =6 §rl DEMQ _ (27
Substitindo as equagBes (5.24) ¢ (5.25) em (5.27), vem -
DA=1 (5.28)
resultado que serd utilizado mais adiante. ) S
Da equacio (5.22), tem-se que ' L
DBBTDT = pEMMTDT - (5 -éyl DEMQ) ET (M) DT L ‘ 529
Substitindo as equagdes (5.23) ¢ (5.25) em (5.29), obém-sé )
DEBT DT=6 -6 H18464=0 .. (5.30)
Seja ) i
€ =DB =16, 6y, ... 1yl (5.31)
1xil

A equagio (5.30) pode ser reescrita como
B BT T u 2 «
DEB'D'=¥Cs=0 -;‘W (5.32)
i=1 °

Portanto,
Ci = 0, Vi (5.33)
Multiplicando-se (5.15) por D, obtém-se

DM, = DA Q, + DBQ, (5.34)
Usando-se (5.28), (5.31) e (5.33) tem-se
DM; = Q; T 535

A equagio acima garante que as médias anuais das vazSes mensais geradas pelo
modelo serfio exatamente iguais 3s vazSes anuais,

A1
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De acorde com {5.21), B & calculada por:

A

88T = & ’ (536)
onde N é uma mairiz 12x12 obtida das matrizes de covarifincia histéricas. Como DB =
0, N temordem 11 ¢ é uma matriz positiva semidefinida. Por este motivo a equagdio
(5.36) 53 pode ser resolvida por decomposi¢o espectral de N:

B=p\12 (537

onde P € a matriz $2x11 de antovetores de N e A & 2 matriz diagonal de autovalores nfo
nulos ordenados em ordem decrescente,

Usando (5.18), a equgdo de estimativa para A é:
A=@g-! EMQ (5.38)
O modelo de Valencia e Schaake — equagio (3.15) — ndo é capaz de reproduzir a

correlagdo entre as vazdes de dezembro de um ano ¢ janeiro do ano seguinte (defasagem
1). Na realidade, essa correlagfio nas vazes sintéticas tenderd a ser igual & correlagso

. éntre as vazdes janeiro do ano t ¢ dezembro do ano t+1, oma defasagem de 23 meses

(Kelman et al, 1979).
Mejia e Rousselle (1976) apresentaram uma extensdo do modelo de Valencia ¢
Schaake com o propdsite de sanar essas incovenidncias:

M; = AQ; + CM;.1 () + BZ, (539)
, ~qnde
Mg &= | My
(kx1) .
Myzy w1

€ o vetor das tltimas k vazdes do ano anterior ¢ C = matriz de parimetros A
123k

¢ os demais elementos da equagio sdo definidos como na equagdo (5.15). A estimativa
das matrizes A, B ¢ C se faz de forma andloga ao procedimento adotado 10 modelo de
Valencia ¢ Schaske, procurando-sg preservar as covarifncias amostrais: EM, MTt),
EQM; Qp. EM_1() Q, EMMYIy ;). O método de caleulo sugerido por Mejia o
Rousselle nfio € exato (Kelman ez al, 1979; Lane 1980), mas fornece resultados
satisfatérios,

Caso Z; ¢ — equagles (5.15), (5.34) e (5.39) — seja sorteada de uma distribuicio
normal padrdo, tanto a vazio anual sintética quanto as vazdes mensais sintéticas terfio
também distribuicio normal. Conforme visto no item 4.4, esta propriedade pode ser
accitdvel para as vazSes annais. Entretanto, a distribuiciio de vazdes mensais exibe em
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geral um coeficiente de assimetria_suficientemente grande para que se rejeite a hipGtese
de normalidade. Existem pelo menos trés aliernativas pama o tratamento desse problema:

a) método ndo paramétrico;

b) uso de fungdes que transformem vazfies mensais em varidvels normalmente
distribuidas;

¢) uso de distribuicio assimétrica para ¢ ruido Z.

Como a iltima alternativa apresenta alguns problemas numéricos (Kelman
etal, 1979; Todini, 1980), apenas as aliernativas a) e b} serfio descritas a seguir.

Meétodo nio paramétrico

Nesta abordagem, a preservaciio da distribuiciio marginal das vazGes mensais se
processa indiretamente através do uso de ruidos histéricos na geragfio de vaz8es sintéticas
{Kelman er al,1981; Pereira et al, 1984). Ruidos histdricos sfo calculados resolvendo-se
a equacdo (5.15) ou (5.39), para Z;, sendo que My e Q correspondem a valores

observados da série histdrica. Seja, por exciplo, a equacdo (3.15). Rearrumando-a, -

em-se
BZ, = AQ;- M, (5.40)

Se B fossc uma matriz quadrada, a solugio da equagfio acima, para Z,, seria
obtida multiplicando em primeiro lugar ambos os lados da equagiio pela inversa de B.
Como este nfo é o caso, convém inicialmente muldplicar por B+, obtendo-s¢ do lado
esquerdo B 1B, esta sim uma matriz quadrada de dimens3o 11 x 11. Conseqilentemente,

Z,= ®7TB) "1 BT(AQ, - M (541)

Através da equagfio anterior, 11 rufdos histéricos sZo obtidos para cada um dos
n anos da série histérica. Na fase de gera¢io, um ano da série sintética & gerado sorteando-
se cada um dos 11 ruidos, independentemente da correspondente colegZo de n ruidos
histéricos. O Quadro 52 ilustra o processo: Z;, representa o i-€simo componente do
vetor de ruidos histéricos no ano =1, 2, ..., 11; t=1, 2, ..., n}. Esse mido ¢ indexado
por I, que é sorieado de uma distribui¢Sio uniforme, Sorteios independentes de Iy, I, ...
» 111 produzem um vetor de ruidos Zy, a ser utilizado na geragdo de Mt. O nimero total
de possivéis vetores de ruidos € nll, que é uma populagio estrimamente mumerosa,
tomando valores tipicos de n entre 10 e 50.

O uso dos ruidos empiricos constitui um método n¥o paramétrico, porque
nenhuma distribuicfio (com pardmetros) é estipulada para Z,. E comum encontrar-s¢
métodos nfio paramétricos incapazes de gerar vazles sintéticas que sejam maiores ou
menores do que, respectivamente, © méximo € o minimo da série histérica. Este nfio €,
felizmente o caso do método anteriormente proposto. Entretanto, neste esquema de
geracio, assim como no proposto por Valencia e Schaake, pode suceder que algumas das
vazfes sintdticas sejam negativas. Algumas maneiras de comigir vazGes negativas sdo
discutidas logo adiante.

-1
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Quadro 52. Ruidos empiricos obtidos de n anos de séries histéricas
>

Ang da série Primeiro Segundo (...} Dégimo-primeiro
histdrica components componente componenie
! 21,1 Z21 Z11,1
2 Zio <1 ¥53%) Z112
‘ : : €. A
. . . I .
n Zin Z2n Zi1n

Uso de variiveis transformadas

Stedinger et al, (1985) argnmentaram que um modelo de desagregacdo de vazoes
anpais em mensais necessita preservar apenas as seguintes propriedades:

a) distribuicio marginal das vazGes mensais;

b) correlacdo entre vaz{ies mensais consecusivas; ¢

¢) vazao anual previamente gerada.

O Ieitor deve notar que o modelo de desagregacgo de Valencia ¢ Schaake € mais
ambicioso, na medida em que procura preservar a correlagio entre vazdes mensais ndo
necessariamente consecutivas. Se as vazOes fossem normalmente distribuidas, um
esquema de geragdo originalmente proposto por J.D.Salas (Grygier ¢ Stedinger, 1987)
poderia ser empregado para satisfazer os objetivos propostos por Stedinger et al (1985).

My =2 FbpQ+C Vig (542)
Mpr=a0+bp Qi+ Ca Vo +dy My, (5.43)

T-1
Myg=ag+br Qe CoVgp+dr My _ 1+ 1p 5 Mipt23  (544)
- ) i=1

onde V¢ ¢ um ruido normal padréo.

E evidente que este modelo deve gerar vazdes mensais cuja média é a vazio
previamente gerada, uma vez que, para T=12, 2 equagio degeneraem a; = 0, by = 12, G4
=0,d;=0el;=-1Is10¢
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11

Migg= 120 T Mg - 645

Stedinger et al, (1985) propuseram utilizar um modelo com a forma das
equagdes (5.42) a (5.44), porém substituindo a vazao anual Q; ¢ as mensais My, pelas
comespondentes transformadas Yy = g(Q,} (4 wiilizada no item 4.4) e Xy ¢ = g (M 9.
Os autores propuseram zinda que o termo . M, deveria ser sul;sﬁltuido pela sua
aproximagfo de primeira ordem (ignorando U termo constante), '21 wi Xip
onde = ’

wi=E(%‘_ ) ‘ T (546)
4%,
Isto €, o modelo proposto por Stedinger et of, (1985) é da forma

Kig=ar+b i+ Cy vy, (547)

XQ,I = 32 + b2 Yt + C2 VZ,I + d2 Xl,t (5.48)
T-1

Xpp=ap+bg Yo+ Co Vg +dXp L 4 +17 2 . wi Xip ©23 (5.49)
1=

Dependendo da tansformacZo g,(.} utilizada no més 7, os coeficientes wy sdo
caleulados pela equagdo (5.46). O Quadro 53 fomece os resultados para as principais
distribuigdes de probabilidades, usualmente adotadas em hidrologia para modelar vazes
rensais,

As equagdes (Se.f;i) a (549} sfo, na realidade, um conjunto de regressdes de
XpeemYpXe o 1te 5 Wi Xi,t . Uma vez achada a série histdrica correspondente a
cada uma dessas idveis, a estimativa dos parimetros se processa segondo o
procedimento usual adotado em regressio mulbvariada (Apéndice B). Como as
transformagdes g () nfo sd0 necessariamente lineares, ndg hd garantia de que a média
das vazdes mensais sintéticas se iguale 4 vazfio anual sintética previamente gerada.
Ajustes das vazSes mensais serfio conseqfientemente desejdveis.

Uma alternativa de modelagem, dentro da opgdo pelo uso de varidveis
transformadas, consiste em abandonar a vazio transformada Y=g(Q), ntilizada no item
4.4 para produzir série sintética anual, ¢ definir Y como

w=121 3 g (5:50)

Uma vez decidida a transformagio gp () de cada més, obtém-se uma série
temporal dos processos mensal e anual, respectivamente X ¢ Y, que se relacionam
analogarmente 4 equaggo (5.15).
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¢ Para a distribuigfio poténcia de normal foi obtida aproximadamente, por uma expansfio em série de Taylor cm tomo
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5) O valor de W.
de F(X)
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X, =AY, +BZ (5.51)

onde Zte um vetor 11x1 de ruidos. Como na equagfo (5.15), E(Z;p =0, var(Z) =1 e
corr(Z 4, Z; =0 (i#)). Em acréscimo 4 definicio de Z dada na equacio (5 15), exige-se
agora que ix ¢ também seja normalmente distribuido.

A estimativa do vetor A e da matriz B & fefta de acordo com o procedunento ja
descrito quando se traton do modelo Valencia e Schaake. A geragfo de uma série siniética
se faz wivialmente, mma vez que os componéntes de Z, sfo ruidos normais e
mdependentcs Cada vazdo mensal € obtida, usando-se 2 ransformagdo inversa M; ;=g-

1®, 1)
6uando se adota 0 modelo definido pelas equagGes (5.50) e (5 51), o processo a ser
gerado em escala anual nfio é mais uma fungfo da vazio anual ¢ sim das vazles mensais.

Correcio das vazdes sintéticas
Conforme visto nps tGpicos anteriores, dependendo da opgdio de modelagem, a

média das vazdes sintéticas mensais pode ser diferente da vazio sintética anual
previamente gerada ou as vazdes sintéticas mensais podem ser negativas. Em ambos 0s

casos convém filirar a série sintética com o objetivo de corrigir essas distor¢Ses. Kelman |

et al, (1981) e Pereira er al, (1984) sugeriram que vazdes mensais corrigidas podem ser
obtidas achando-se a solugHo para ¢ segninte problema de otimizacdo:

* 2
minYM ~-M P (5.52
Tt Tt T
'sujeito a  #
>0 {5.5%)
Tt
H - .
M =Q €5.54)
T T

A funcdo objetive (5.52) procura fazer com que 0s ajustes sejam proporcionais
ac desvio padrio da vazdio em cada més, Isto &, meses mais varidveis sofrem ajustes
maiores. A restrigio (5.53) impde que as vazdes sejam nio negativas ¢ a restri¢do (5.54)
impde que 2 média das vazdes mensais seja igual & vaziio anual. Um algoritmo eficients
para 2 solugfio do problema de otimizagdo € descrito por Lauson e Hanson (1974)
Convém observar que muitos valores negativos de M. ¢ resultam em valores Mg
nulos corrigidos, © que nem sempre € um resultado satisfatério.

Grygier ¢ Stedinger (1987a) sugerem que, se as vazdes mensais forem log-
normalmente distribuidas, isto &, se

M_ = explte). Vs 659
ndo s6 My, serd positivo como ficard simples conceber yma corregdio que resulte em
valores tam ém positivos:

| = XDy s7) exbXe) ' (36
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onde sy € o desvio padréio de X ;. Nesta abordagem também os meses mais varidveis
sofrem ajustes maiores, O valor de y & determinado por um método frerativo
{(Newton—-Raphson, por exemplo), de forma a satisfazer a equacfio (5.54).

Algumas outras comregdes sugeridas na literatura sZo revistgs por Grygier e
Stedmger (1987a) entre elas o procedunento elementar de fazer comn que as corregles
sc;am proporcionais as vazdes sintéticas Mt ; . Isto é

. .
, =aMg (5.57)

as ’Qg, %M ‘ (5.58)-

i

O inconveniente desta abordagem € que as vazfes em meses com pequena
variabilidade s3o ajustadas tanto quante as vazdes em meses com grande variabilidade,
Ademais, s¢ M, for negativo, My também o serd.

Caso mulfivariade

Exxstem indmeras poss;blhdades de se aplicar 0 método de desagregaciio para o
caso multivariado. A mais ¢bvia é utilizar o préprio modelo de Valencia e Schaake, que,
alids, foi originalmente proposto para o caso multivariado. Basta que a vamo anual na
equacao (5. 15) o escalar Q;, sgja substitnido pelo vetor QT 1= [Q 1> Qs - Q 1,
onde k € o nimero de locais sob modelagem. Naturaimente, o numero de el ementos nas
matrizes M; e A, assim como cada uma das dimensdes da matriz B, seriam também
nwltiplicados por k. E ficil perceber que o nimero de parémetros do modelo,
componentes do vetor A e da matriz B, pode se tomar muito grande, dependendo do valor
k. Isto naturalmente nfio € desejdvel porque, de uma maneira geral, quanto mais
pardmetros um modelo tiver mais as flutuagdes amostrais da série histdrica serdio
preservadas nas séries sintéticas. Mesmo para valores moderados de k, € bem possivel
que ¢ nimero total de parimetros exceda ¢ nimero de observages disponiveis na série
histdrica multivariada, o que obviamente implica nam ajuste ndo confidvel. As Figuras
125 e 126 mostram duas alternativas de modelagem que maniém o .mimero de
pardmetros dentro de limites razodveis,

Geragfio Multivariada
de Vazdes Ammais
v
¥ ) [ 2 [
Série Sintédca Série Smtética et Série Sintética
Anual, Local 1 Amoal, Local 2 Anual, Local K
[ ¥ ¥
Desagregagio de Desagregacio de *7"7|  Desagregagfo de
VazBes Anuais VazBes Anuais Vazbes Anuais em
em Mensais ’ em Mensais Mensais
v ¥ ¥
Série Sintética Série Sintética e Série Sintética
Mensal, Local 1 Mensal, Local 2 Mensal, Logal K

Figura 123, Alternativa I de geragfio multivariada de vazdes mensais
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I
Y=Y +k21(ak cos(2% ﬁm) + Iy sen(zmlg’m)) 6.2)
. 1m ;
y=— Z ¥ ©3)

m J:l

2 m
a=— L (¥-7) cos (2njk/m) (6.4)

m =t )

2 m

m =1 ;

¢ ¥; significa tanto {i; quanto &;. O "mimero de harménicos” K necessita ser escothido
com alguma cautela, Touanto mdior ele for, mais ¥ se aproximari da "fungio patamar”
{no caso em que ndo se utilizem fra¢tes, m = 365, guanto maior for X tanto mais ; se
aproximard de §y). Por outro lado, descja-se utilizar ¥ e ndo §,, exatamente para suavizar
as flutusgBes que taduzam apenas vara¢io amostal (principio da parcimOniaj,
Yevijevich {1972) descreve um método estatistico para escolher o melhor valor de XK.

Tao (1973) tentou ajustar diversas expressdes analiticas para as distribuigdes
empiricas de Z; de mnitos rios norte-americanos, sendo mal sucedido devido 4 alta
assimetria ¢ curtose das distibuigSes empiricas. Este fato, por si s6, i ilustra que
quanto menor for o intervalo de discretizag3o, mais dificil € modelar b correspondente
processo estocistico. A complexidade do problema € adicionada pela existéncia de uma
propriedade na série histdrica que nfo estaria presente nas séries sintéticas produzidas
pela equagio (6.1): a ascensdo da hidrdgrafa €, em geral, mais abrupta do que a recessio.
Processos cujas trajetdrias exibam esta propriedade sfo chamados de "irreversiveis no
temp0”. Formalmente, um processo x(i) &€ reversivel, como é o caso de Ama (p.q),
quando os conjuntos de varidveis aleatdrias (th . th s eens XI)E e (Xh-r_:IXh-bz e Xh.t)k

identicamente distribuidos. Esse fato & possivelmente argumento suficiente para
desestimular ¢ emprego de modelos Arma (p.Q) para o estudo de vazdes didrias.

Modelo "shot noise”

Diversos pesquisadores #m procurado formular modelos estocdsticos que
possuam as propriedades cbserviveis em séries de vazbes discretizadas em curtos
intervalos, dia on hora, através da propagacio da precipitagfo afravés de um ou mais
reservatérios lineares. A representacio da bacia hidrogrifica como uma cascata de
reservatrios lineares permitic a Nash (1957) a derivaggo da hidrdgrafa unitdria
ingtantéinea com forma matemadtica idéntica & fungfio densidade de probabilidade gama. O
ramo estocastico dessa linha de investigagio desenvolveu-se basicamente a partir da
década de 1970 (Bodo € Unny, 1987), através da modelagem estocistica da precipitaggo.
O modelo shot noise (Bernier, 1970 e Weiss, 1977) € o mais conhecido membro da
familia, para aplicacio em vazdes didrias.

Suponha a bacia hidrogrifica representada por um dnico reservatdrio linear

Modeles Estecdsticos no Gerenciamenta dos Recursos Hidricos OnNNEEN

q() = b s(t) (6.6)

onde
¢ () — vazio instantines (saida no reservatdrio linear) )
s (t) — armazenamento instantineo
b —coeficiente de armazenamento.

a equacio de contimudade ¢

&GO _y 1-q0 ©n
qat

onde
x () — vazfio de entrada instantinea nd reservafdrio linear,

Substitzindo (6.6) em (6.7)

ff;fﬂ +bq (8 =bx () 6.3
L

Integrando a equacfio (6.8) para um pulso unitdrio instantioeo x(@) =1, x() = €, Vi = 6,
resulta em

qu® = ,e_ngp%t) L5 . (69)
sendo gt} a hidrégrafa unitdria instantinea.

Em geral, para uma entrada na bacia-reservatGrio-linear continua no tempo,
x(t}, tem-s2 2 vazio de safda calculada pela equacio de convolugio (o sistema € linear):

a0 = f tx(r) qg(t7) dr ©.10)
]

Caso a enfrada na bacia até o instante t ocorra como uma sucess3o de n pulsos

instantfineos de precipitagfo x(t;), x(t), ..x{y). t] < g < ... <ty <t, a integral (6.10)
degenera no somatdrio

n
a(®- = _EI x () expl-b(er)) (6.11)

Suponha que a ocorréncia de pulsos seja um processo estocdstico, chamado de
processo Poisson, que satisfaz as seguinies propriedades:

a) a probabilidade de ocorréncia de um pulso num pequeno intervalo At €
proporcional a At At;

b) a probabilidade de ocorréncia de mais de um pulso num pequeno intervalo At
& nula; &

M3
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<) a ocorréncia de um pulso num intervalo At € um evento independente do que

aconteca fora do intervalo.
. Seja W a varidvel aleatdria que represent'a o tempo de espera entre dois pulsos.
Entdo:
fy (W) = v exp (-w) 6.12)
ou
Fy(w) = 1 - exp(-vw) {6.13)

Ou seja, o tempo de espera num processo Poisson é uma varidvel aleatdria
com distribui¢io exponencial. Se o parfmetro v for conhecido, a geracfio de intervalos
sintéticos wy wo, ... & tarefa bastante simples, porque U = F, (W) tem distribuicgo
uniforme (€, 1): ndmeros uniformemente distribufdos up, vy, ... serfam sorteados, e os
correspondentes valores wy, W, ... calculados por

. -1
wi= v In{l-u) ) (6.14)

Seja N(1) o ntimero de pulses mno intervalo (0, £). Obviamente, N(t) & uma

. varidvel aleatdria inteira, cuja distribuicio de probabilidades (conhecida como Poisson)

pode ser derivada da expressio
PN(D 2 n) = P(W +‘W2 +..+ Wy <t) (6.15)
A versio estocistica da equagio (6.11) ¢
N .
Q® =i=21X(ti) exp(-b{t - Ty)) .16
" onde
Ty=t1 + Wi t5=0 ) 6.17)

A utilizagdio da equagfo (6.14) em modo de geragdo passa pela definigio
probabilisica dos pulsos instantineos de precipitacio x(tp), x(t2), .. Diversos
pesquisadores acharam que a altura da precipitagio medida num intervalo de discretizac@io
muito pequeno & uma varidvel aleatdria com distribuigio exponencial {por exemplo,
Todorovic e Woolhiser, 1975), Isto é

Fgx)=1-exp(6x) - (6.18)

Se o parimetro 6(9~1 = E(X)) for conhecido, a geragdo das magnitudes dos
pulsos sintéficos se faz de forma andloga & equagfio (6.14). E possivel mostrar que 2
distribuic3o de probabilidades de Q1) &, nesse caso, gama.

As equagbes (6.13), (6.16), (6.17) ¢ (6.18) definem completamente o processo
estocastico shot noise e, conforme isto, a gerac@o de uma realizacio continua no tempo

& bastante simples, desde que os parfimetros (b, v, §) sejam conhecidos. A vazio média
nodiaié

—
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=1 B s ’ (6.19)
3 G-1) 8

onde 3 corresponde a0 intervalo de um dia.

Weiss (1977) mostrou que Q; tem valor esperado, variincia e coeficiente de
autocorrelago respectivamente iguais a:

v .
EQ) =-b—e (6.20)

var(Q) = 200-t-e )

(6.21)
b 62

COIT(Qi,Qi+1)_= (1 - exp(-0)Y%(2(b - (1 - exp(-b)))) 622

O uso do modele, na pritica, pode ser feito dividindo-se o ano em m fragGes
quase estaciondrias. Por exemplo, em m = 26 fragSes de 14 dias (para um ano de 364
dias). Calcula-se a média, desvio padrdo e coeficiente de autocorrelagiio amostral para
cada fragio quase estaciondria, 0 que permite a resolucdo das equagdes (6.20) a (6.22)
para 0s pardmetros {(b,0,8).

Alternativamente, Weiss também utilizou fungfes periddicas para representar a
variagfio ac longo do ano da média e do desvio padrio das vazes didrias, segundo a
equaciio (6.2), o que permite estimar as fungfes temnporais "f')t ¢ 0;. Weiss assumiu um
valor constante para b, por traduzir uma propriedade da bacia hidrogréfica, € nfio uma
propriedade do processo meteorolégico.

A aplicagio do modelo shor noise em rios ingleses nfio apresentoun resultados
satisfatorios (Weiss, 1977). Para melhorar os resultades, Weiss desenvolven o modelo
shot noise de Segunda Ordem, que segue wma abordagem similar 3 acima deserita, com 2
diferenca de que a bacia hidrografica ¢ modelada por dois reservatSrios em paralelo, um
representando o escoamento superficial ¢ outro representando o escoamento basico.

Modelo Diana

~ Kelman (1976, 1980) também propds um modelo com a propriedade da
irreversibilidade temporal. Repartindo em tés a vazdo total em um dia t, Kelman
procuron modelar o fendmeno segundo a representago esquemdtica da Figura 127.

Q=Up+ Vi + W, ‘ : © o (623)

onde U representa o escoamento superficial, V; representa o escoamento substperficial
€ W, representa o escoamento bésico. Essas duas tiltimas parcelas s3o supostas oriundas
do esvaziamento de dois reservaidrios ficticios, que representam as capacidades de
armazenamento da bacia, respectivamente de pequena ¢ de grande inéreias.,

415
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Para modelar o processo Uy, Kelman adotou um procedimento também dtil
para modelar precipitagio, que, assim como o escoamento superficial, € um processo
intermitente. A abordagem é melhor compreendida se exposta dentro da seqiiéncia de
procedirnento utilizada para sintetizar uma realizagdo de Uy

i) Inicialmente nimeros aleatdrios independentes com distribui¢io normal
padrio sio produzidos, a;. .

) A persisténcia que existe no escoamento superficial, assim como também
na precipitagio, devido, por exemplo, a0 estacionamento de uma frente fria
sobre a bacia, & introduzida por

2emm@) +5 9 )Z-mG-1)] = s ) [1-2 (] a, (6:24)

s (i-1)

onde m(D), s(i} e r{i) sdo funcdes periddicas a serem estimadas, i=1, 2,
wull, — equagdes (6.2) a (6.5) - e n & o nimero de em que o ano € dividido.

iii) O cardter intermitente do escoamento superficial {massa de probabilidade
concentrada no valor de Ug=() € obtida pela seguinte censura

Y, = max(0.Zp) (6.25)

iv) Um gran de flexibilidade para o ajuste da distribuicSio marginal para os
valores positivos € obtido por ’

Up=Y40) 626)

As fungbes periédicas m(i), s(i), r(i) e d(i} podem ser estimadas por wma
aproximagio do método da maxima verossimilhanca (Kelman, 1976), desde que uma
séric histdrica para U; esteja disponivel. No caso de precipitagio, isto nfio constitui um
problema, visto que a série intermitente & medida diretamente. J4 no caso de escoamento
superficial, tado o que se conhece € a sére histdrica correspondente & vazio total Q,
sendo, portanto, necessdria alguma hipétese que permita a definicio de Uy, A opgfio feita
foi :

Uy = max(, Q- Qu.1)

Esta equaco revela que o valor de Q; & simplesmente igual a Q3 + Uy, desde
que Uy seja positivo. Se U, for nulo, a hidrégrafa estard em recessdo e Q serd obtido
somando-se 0 esvaziamento dos reservatdrics. Adrmitindo que esses reservatdrios sfo
lineares (vazdo de saida proporcional ao estado de armihzenamento), tem-se

(SI{ = gm{x expl-k; (¢ - to}) + (1-x) exp(ko(t-10)]
t= .

627

(628)

onde to & o dia em gue comega a recessio, kj e ko sA0 as constantes de proporcionalidade
para os dois reservatdrios ¢ x € uma varidvel aleatdria com dominio enwre 0 e 1, que
define a reparticdio do escoamento entre os dols reservatirios.

Os valores de k) e kp, assim como uma amostra para X, podem ser obtidos
minimizando-s¢ 2 soma dos quadrados dos desvios enwe a série histdrica ¢ a série

Y C I
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reconstituida pelo modelo. E conveniente trabalhar com a distribuicio de probabilidades
de x condicionada no valor de Qy,. Isto porque se Qy, for pequeno, aumentarn as chances
de que x esteja perto de 0, significando que a descarga bésica serd contribuig@o principal
para a manuiengio do escoamento total.

O modelo desenvolvido por Kelman vem sofrendo aperfei¢oamentos e
extensdes que foram consubstanciados nam modelo chamado Diana (Kelman, Damazio e
Costa, 1983, 1985). As principais diferencas entre o modelo Diana e o proposto
originalmente por Kelman sgo:

i) A equagiio (6.24) & substitufda por

Zy=10) 21 +V1- 20 2 629
isto &, assume-se que z; & um processo padronizado.

i) A equagdo (6.25) & substimida por
Y, = max(B, Z) 6:30)
=2l {631)

onde B define o intervalo de censwra {-es. B), & () é a disxibunigio
acurnulada normal padrio e p=P(U=6).

ill} A equacio (6.26) é substituida por
Fy(Up = &(¥p

onde F; () € a distribuicfio acumulada empirica dos val .
ido ané,? =1,2,.. gio mpirica ores de Ug > 6, para cada época

(6.32)

A equagao (6.32) implica no mapeamento de cada y; em algum Uy efetivamente
medido na série histdrica. Este enfoque nfio paraméirico parece razodvel, levando-se em

conta que, para cada época do ano 1, 2 amostra de valores de U; > 0 & usualmente d
0 bastante para representar a faixa de variago dessa varidvel aleatéria. el grande

iv) A equagdo (6.27) é substituida por

U = max(0, q; - Agp_y) 633)

onde A & um_nimero compreendido entre ¢ e I, chimado de taxa de recessio
caracteristica. Na equagao (6.%3) admite-se implicitamente a possibilidade de ocorréncia
de escoamento superficial, mesmo quando a hidrdgrafa esteja baixando, o que &
fisicamente possivel.

v) A representacio da capacidade de armazenamento de bacia através de dois -

reservatorios Ii;leares, que deu origem 3 equagfio (6.28), & substituida por
outra que considera apenas um reservatdrio linear de comportamento esto-

céstico. Assim, quando Uy = 8, q; serd uma fragho k; < A da vazio anterior.

Qt=qu1-l’ ktS)\; Ut=0 (6.34)
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Figura 127. Representaco esquematica dos componentes do modelo Kelman

P

|5 SO
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Os valores de k; sfio obtidos a partir da distribuigio empirica dos valores de

Qy/Qy.1. para valores desta razdo inferior a A, sem levar em consideraco a época do ano.
L

" O modelo Diana pode ser utilizado para a geragfio de vazdes sintdticas em m
postos que sejam dependentes entre si. Basta que a equagfio (6.29) seja’substituida pela
sua versio multivariada (item 4.4):

Zy=FZ1+Gi _ 6.35)

cnde Z; € um vetor de dimensfo m, cujos componentes correspondem a0 Z da equacio
(6.29); A; € um vetor com m varidveis normais padronizadas independentes. O método
de estimativa das matrizes F ¢ G bem como dos demais parfmetros é descrita por
EKelman, Damazio ¢ Costa (1983).

C modelo niio paramétrico
Yakowitz ( 1979) adotou um procedimento para a geragfo de séries siniéiicas de

vazles didrias baseado na utilizagio da distribuicdo de probabilidades empirica de g,
condicionada nos valores imediatamente anteriores, Q =(Qr_1, Qp.2, .., Qr),onde T é

a memdria arbitrada para o processo, Para isso, Yakowitz definiu um conjunto finito de

vetores representativos Q{1), Q(2), ..., Q(m) de tal forma que qualquer vetor Q da série
histérica ou gerada pudesse ser classificado numa das m categorias de acordo com a
distancia entre Q a cada um dos g(i), i=1, m. Assim, se

IQG) - QU < 1QG) - QI, Vi (6.36)

diz-se que o vetor Q tem disthncia minima para 0 j-ésimo vetor representativo. Neste
caso, diz-se que a vaz3o do proximo dia ~ Q; pertence 20 conjunto Cj, j=1m.

Classificando-se todos os valores q; da série hisidrica de acordo com o©
procedimento descrito, € possivel caracterizar a distribui¢3o de probabilidades empiricas
associada a cada conjunto Cj, definida por

L3

E@=—
J n;

onde k; € o niimero de elementos do conjunio Cj menores ou iguais a x; € n; €0
mimerg total de elementos do conjunto CJ

A geragfio de wma série sint€ica se processa  sorteando-se sucessivamente
variiveis aleatdrias independentes wniformemente distribuidas entre 0 e 1, wy, sendo Q¢
dado por .

Q=Flow 633

onde o valor de j € definido de acordo com a equagfio (636), isto €, depende de Q1. Q¢
2, aney Qt‘T'

i (637) -
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A calibracio do modelo de Yakowitz & feita definindo-se valores para T
(memdria do processo), para m (nimero de vetores representativos) € para 08 vetores

Q(1), Q(2), ...Q(m). Barbosa (1981} assumiu T=1 e fez extensas investigacdes quanto a0
ndmero de i

intervalos em que deveria ser dividido o dominio de Q, neste -caso Q. 1,

levando em consideracio principalmente ¢ nmimero de elementos resuliantes em cada -

conjunto Cj.
Método Indireto

No método indireto, medelam-se as precipitages didrias, que sfo utilizadas em
modelog de transformag@o de chuva em vazdo, ou em modelos de simulagiio cujo
interesse primordial seja chuva e ndo vazdo (produgiio agricola, por exemplo). O método
indireto pode ser vantajoso nas regies em que se disponha de um registro pluvioméirico.
de melhor gualidade do que o fluviométrico, o que & freqiiente acontecer,

Precipitacio poninal instantinea

No inicio deste item explicou como o processo de Poisson pode ser utiizado

para representar a ocorréncia de pulsos de precipitagio x(1), medidos, por exemplo, em
mm, Essa abordagem é mais indicada para a modelagem da precipitagfo discretizada em
intervalos bem curtos, 15 min ou uma hora, por excmiplo. Entretanto, é possivel utiliza-
la também para o intervalo didrio. O modelo tem dois parimetros:

p=E1 , medido por exemplo em h‘l, onde W € o tempo de espera entre eventos.
Wé expo(r?e}:?lcialmentepdistribui pe

8 = E-1x(1). medido por exemplo em mem-L, onde X() é a altura instantinea de
precipitacio, dado que um pulso ocorre em t X({t) é exponencialmente distribuido.

Para um t qualquer em que n3o ocorra um pulso, X(f} & identicamentz nulo.
Seja X; a precipitacfio ao longo do dia i, em mm:

-

N .
X=ZX({) seN>0 .39
Fl
Xj=0 seN=0 A 640)

onde ty, t, .., ty 80 08 instantes de ocorréncia dos pulsos dento do diz i e N o nd-
mero de pulsos dentro do dia i(N & varidvel aleatGria inteira, com distribuicio Poisson).

Pode-se mostrar que
E(X) = 0lud ' ®:41)
var(Xp) = 202 18 . ©42)
carr(X;, X =0, Vi # (6.43).
onde §= 24 horas

[ L
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A partir da média e da varifincia amostral da precipitagio didria, podem-se
estimar 0s pardmetros (v, 6) do modelo, através da resolugfo das équacles (641) e
(6.42). A geragio do prgcess% Poisson, que possibilita a obtg%ﬁgao de uma série gintér)ica
de prgi}:)itagao didria pelo uso das equacBes (6.39) e (6.40), ja foi descrito em tépico
especiiico. '

Duas generalizacSes do citado processo para representagdo de pulsos de
precipitacio t8m sido sugeridos na literatura, arabas capazes de introduzir persisténcia
temporal {corr(3;,X:) > 8) no processo. A primeira modela a ipi através de uma
série de pulsos %etalr)xgulazes dpct duracfio f%& {nfio mstantﬁnpg)p 8§?notervalo entre Os
pulsos, a duraglio e a intensidade de cada pulso s3o variiveis aleatdrias, usualmente
supostas independentes e exponencialmente distribuidas. A segunda generalizaco
assume que a precipitagio € governada par dois processos estocdsticos hierarquicamente
superpostos. O processo macro € Poisson € serve para delimitar o inicio da ocorréncia de
um grupo de pulsos, relativaments préximos no tempo. O processo micro serve para
definir o niimero de pulsos em cada grupo ¢ o instante da ocorréncia de cada puiso. Essa
abordagem, conhecida como modelo Newman-Scott, procura reproduzix a maneira como
os pulsos ocorrem dentro de tempestades. Valdes er af, (1985) descrevem-na com mais
detalhes, ¢ comparam os modelos de precipitago pontual instantinea,

Precipitacio pontnal diiria
Registros didrios de precipitagio tém um grande mimero de zeros. Eles podem

ser vistos como realizacdes de um processo estocdstico intermitente. O processo 36
poderia ser modelado ajustando-se uma distribuiggo de probabilidades mista uma massa

de probabilidade p (0 < p £ 1) comespondents 3 precipitagio nula (x=0), € uma =
distribuicio continua (1 - p) fiy(x) para x > 0. Ocorre, no entanto, que esta abordagem 421

desconsidera uma caracteristica relevante da série de precipitagfio didria: dias chuvosos
tendem a ocorrer aos grupos, principalmente em regides onde a maior parte da
precipitagio tem origem na chegada de frentes, que por vezes estacionam durante dias
seguidos. Formalizando, seja a varidvel aleatéria S, definida como

S¢ = 1, dia chuvoso

$; =9, dia nfio chuvose

Pode-se definir a Cadeia de Markov de dois estados pela matriz de transic3io

[l = Pol POI] (6.45)
l-pyy Py ]
onde
Pgr =plSiy1 =1 1S= 0] (6.46)
P11 =P[Sie1 =118;=1] 6.47)

Espera-se, devido 3 persisténcia de dias chuvosos, que py1> Po1
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Para os dias t em que S; = 1, sabe-se que existe alguma precipitacio. Sua
magnitude deverd ser sorteada da dlstribmc;ﬁo de probabilidades da varidvel aleatdria -
altora de precipitagio didria. Essa dlstnbmgﬁo de probabilidades poders ser a empirica ou
entio alguma distribui¢io paramétrica ajustada aos dados amostrais. A distribui¢fio
empirica sé¢ deverd ser utilizada quando ‘o “poligono de influéncia”™ do posto
flaviométrico corresponder a um 4rea de drenagem com tempo de concentragio de pele
menos alguns dias. Nesse caso, chejas mais severas do gue as registradas no historico
poderfio ser produzidas pela simples persisténcia da precipitagio, sem qué haja dia algom
no periodo chuvoso em que a precipiiaciio sintética ultrapasse a méxima do histdrico.

. Em bacias mencres, no entanto, cheias simtéticas mais extremas do que as observadas no
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passado estar@o associadas necessariamente 2 ex!rapolagoes de precipitagfo didria, o gue
mmpde o ajuste de alguma funcio analidca 3 comespondente distribuigio de
probabilidades empirica.

Na fase de estimativa, deve-se selecionar um pericdo suficientements curto para
que se possa aceitar a hipétese de estacionariedade do processo estocistico "precipitagio
difria", por exemplo, o més mais molhado do ano. As probabilidades p, ppy
D13 sdo estimadas por:

mimero de dias nfio chuvosos

A
P= (6.48)
mimero de dias chovosos + mimeros de dias n#io chuvoscs
mimero de dias ndo chuvosos seguidos por dias chuvosos (6.49)
Pp1 = -
01 nimero de dias nfo chuvosos
1,; = niimero de dias chuvosos seguidos por dias chuvosos (6.50)

niimero de dias chuvosos

0 algoritmo de geracio pode ser descrito como:

a) Sorizie um niimero wniforme U

A

€p->8,=0
B U{ p 0 _

>P—>85=1

ct=0
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d) Sorteie um mimero uniforme U A )
<Por = Sp1=1
—Se St =0 entio U

A
>Por = S1=0 -

A
< =2 8,1=1
—8e St=1 entdo 19) { p.“ t+l

A
>P11 = Spy1=0
€} Se i1 = 1 - sorteie X

fe=e+l
g) vd para d.

Caso haja interesse em utilizar o modelo por periodos mais extensos do que um
més, ndo € mais possivel assumir estacionariedade. Nesss caso, como em  modelos
anteriores, utilizam-se as equacdes (6.2) a (6.5) para ajusrar fung@es periddicas as
estimativas pG), (D, P11G), j = 1.2, .., m, sendo m o mimero de fragdes em que se
divide o ano.

Woolhiser e Roldan (1986) estudaram a variabilidade espacial dos ,Parametros de
fungdes peritdicas andlogas a equaggo (6.2), ajustadas a estimativas (5(3, Do10), P11G»
de cada posto pluviométrico de uma regifo. Esses autores conseguiram dessa maneira
interpolar as caracteristicas da precipitagfo pontual para nm local desprovido de posto
plaviomérrico, a partir das informagdes de postos vizinhos,

Precipitacao multivariada diiria '

. A modelagem ponmal de prec1p1tagao € 1til quando se pretende estudar uma
bacia hldrogréﬁca pequena, em que O registro do que ocorre ém apenas um posto
phmomemco ja é suficiente para caracterizar, pelo menos de forma aproximada, a
precipitacBo sobre a bacia, Entretanto, para bacias maiores & preciso levar em
consideracdo a variagio especial da chuva.

Idealmente seria interessante dispor de um modelo matemitico que
caracterizasse a precipitagfo como um processo continuo no empo e no espago, Como a
proposto por Bras e Rodriguez-Imurbe (1976). Esse modelo, e alguns de seus derivados,
possuem equagdes que representam a génese, 0 deslocamento e o fim dos eventos
chuvosos, com base em conceitos meteorolSgicos. Infelizments nfo existem ainda
téenicas confifiveis para a estimativa dos pardmetros (Valdes er af, 1985).

Uma alternativa simples é modelar de uma forma empfrica, a precipitacgo
medida em virios postos pluviométricos de uma regifo, procurando preservar a
Tersisténcia temporal de precipitag@o em cada Iocal, bem como 2 persisténcia espacial
entre os vArios postos.

Poder-se-ia pensar, mxcmalmente em estender a abordagem utlizada para
precipitag@o pontual didria. Por exemplo se houvesse dois postos na bacia, seria
necessdrio definir quatro estados para S; correspondentes aos arranjos: (chuva posto 1,
chuva posto 2); (chuva posr.o 1, ndo chuva POSLQ 2) Nocasoder postos, o nimero de
estados para Sy seria 27, 0 que implica na estimativa de uma matriz de transicfio com
dimensgo 27 para cada fragéo em que se divida o ano. Isto ¢ 2% . 9f, probabilidade de
transigdo. Suponha que a fragfio seja de 30 dias e o mimero de anos do registro histérico
seja de 50 anos. Nesse caso, o niimero total de observagdes didrias {(dependentes entre si)
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€ 1.500 r. Para r = 7, o niimero total de observagles j4 seria menor do que o nimero de
probabilidades de transicio a serem estimadas,' o que ilustra a nnprancabﬂldade da
abordagem.

Como os processos estocisticos multivariados gaussianos sdo mnais ficeis de
serem manipulados do que os nio gaussianos, Kelman er al, (1985) propuseram a
ransformacio preliminar de precipitacio X numa varifvel normal padiio Y. Essa
transformacio pode ser facilmente efetivada assumindo-se que todos os valores de Y

menores do que uma determinada constante o Toram censurados, resultando em valores
nnlos para X:

y=&1 FE),sex>0 (6.51)
y<a=¢1l{K),sex=0 (6.52)

onde
@ () - distibuiglo acumulada normal j — nimerc de dias com
prec1p1tagao nula na série histérica, na frat;go do ano sob consideragfo
K — nimero total de dias, idem
F(.) ~ distribuigéio acumulada de precipitagiio.

As equagdes (6.51) e (6.52) sdo empregadas para mapear todas as precipitagbes
numa série temporal multivariada ¢ censurada (Yj,}, sendo i=1, 2, .., p o indice do
posto e t o indice do dia. A modelagem do processo {Y; ¢} pode ser feita de indmeras
maneiras. Kelman et al, (1985) sugeriram adotar a eqnagﬁo (4 68), abaixo reproduzida

Yir1 =AY+ Bweyy (6.53)

AsequagﬁesquedeﬁnemasmatnzesAerommdescntasnonem44 A
finica peculiaridade neste caso € que as matrizes E(Y,) YT, o ¢ E(Y; YTt) precisam ser
estimadas a partir de amostras censuradas do processo Yy Como os elementos dessas
matrizes s30 coeficientes de correlaco, essa estimativa pode ser feita com ¢ auxilio de
uma relagfio entre o coeficiente de correlagfio de uma amostra completa e o coeficients de
correlag3o de uma amostra truncada. Nesta dltima consideram-se apenas os elementos
nfio censurados. Kelman et al, (1585) apresentam detalhes do método.

Uma vez estimadas as matrizes A ¢ B, séries sintéticas de precipitacdo podem
ser facilmente produzidas a partir do sorteio de valores Vi, que, com o auxilio da
equagio (6.52), resultam em vetores Yy, 1. Através da transformagZo inversa definida por
{6.51) e (6.52), que foi derivada para cada posto pluviométrico, obtém-se a precipitagfio
pontual.



